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RESUMO

Neste trabalho apresentamos resultados do tipo Ambrosseti-Prodi para problemas
quasilineares envolvendo o operador p-Laplaciano. Consideramos o caso escalar e um pro-
blema com sistemas de equacoes. Para os casos escalares, trabalhamos com as condigoes
de Neumann e Dirichlet, ja para o problema envolvendo sistema, consideramos a condigao
de Dirichlet. Para obter tais resultados usamos a teoria do grau de Leray-Schauder e

estimativas a priori.

Palavras Chave: grau de Leray-Schauder, estimativas a priori, p-Laplaciano, pro-

blemas de Neumann, problemas de Dirichlet, sistemas quasilineares.



ABSTRACT

We present results of Ambrosseti-Prodi type to quasilinear problems involving the p-
Laplace operator. We consider the scalar case and a a problem with systems of equations.
In the scalar case, we work with the conditions of Neumann and Dirichlet. In the problem
involving system, we consider the condition of Dirichlet. In order to get the results we

use the theory of Leray-Schauder degree and a priori estimates.

Key Words: Leray-Schauder Degree, a priori estimates, p-Laplacian, Neumann pro-

blems, Dirichlet problems, quasilinear systems.
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INTRODUCAO

O principal objetivo deste trabalho, é o estudo de problemas do tipo Ambrosetti-Prodi
envolvendo o operador p-Laplaciano. Apresentaremos resultados para o caso escalar e para
sistemas, no caso escalar consideramos condicoes de Neumann e Dirichlet na fronteira, ja
para o caso de sistemas a condicao de fronteira serd de Dirichlet.

O estudo de problemas do tipo Ambrosseti-Prodi foi iniciado com o trabalho pioneiro

de A. Ambrosetti e G. Prodi, que em [2] consideraram o seguinte problema semilinear:

—Au = f(u)+v(z) ;2€Q

(Pp)
u=0 ;x €N

onde v € C%*(Q) e f € C%(R) satisfazendo as condicdes:

M f'(s) >0 Vs€R,
f(s) f(s)

(I) 0 < lim —= < A\ < lim —= < \,.

§——00 S s——+00 S

Utilizando teoremas de inversao para aplicagoes diferencidveis com singularidades em
espacos de Banach, eles provam a existéncia de uma variedade I' conexa e fechada, de
classe C'! em C%*(2) que divide o espago em duas componentes conexas Ay e A; de modo
que o problema (Pp) tem exatamente uma solu¢ao, nenhuma solucao ou exatamente duas

solugdes, respectivamente se v for considerado em I', Ag e A;. A condic¢ao (1) significa
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que a nao-linearidade f cruza o primeiro auto-valor A; do problema,

—Au= X u em

(P)
u =0 sobre Of)

quando s varia de —oo 4 +00.

Uma representacao cartesiana de T foi introduzida por Berger e Podolak em (8|, onde
os autores consideraram a seguinte decomposi¢do de v: v(z) = t¢(z) + h(z), sendo ¢(z) a
primeira autofuncao positiva de (—A, Wy 2(Q)) e h(z) € {span(¢)}". Assim o problema

(Pp) pode ser reescrito como

—Au = f(u) +to(x) + h(z) ;2 €Q

(Ppt)
u=0 ;z €0

Usando o método de reducao de Liapunov-Schmidt, eles mostraram precisamente o mesmo
resultado que Ambrosetti e Prodi, apresentado da seguinte maneira: Existe t; € R tal
que, (Pp) tem exatamente zero, uma ou duas solucoes se t > t;, t = t; ou t < 1,
respectivamente.

Kazdan e Warner em [23| consideraram fun¢des f mais gerais, enfraquecendo dessa

forma as hipoteses(e as conclusoes) de Berger-Podolak, supondo que f satisfaz a condigao

(1) —oo < limsup J(s) <A < liminfw < o0

$——00 S s—too S

Em [23], os autores constroem uma apropriada supersolu¢ao e provam que existe t; tal
que o problema (Pp;), possui pelo menos uma solucao se ¢t < t; e ndo possui solugio se
t > t;. Dancer [13| estende os resultados de [23| para operadores diferenciais na forma
divergente. Além disso, limitando o crescimento de f para t > 0 (tal crescimento pode ser
superlinear) o autor obtém estimativas a priori para as solugoes, donde segue existéncia
de pelo menos duas solucoes para t < t; e uma solucao para t = t;.

Em [21], Hess enfraquece as hipoteses sobre ¢: Supondo ¢suave, ¢ > 0 and ¢ # 0.
Como consequéncia, a constru¢ao da supersolucao feita em [23] nao é mais possivel. Em
[21], uma primeira solugdo para t << —1 é encontrada com argumentos distintos dos que
estavam sendo considerados até entdo, e a teoria do grau. Em |[7|, Berestycki e Lions
consideraram um problema similar com f podendo ser superlinear e com condicao de

Neumann na fronteira.
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Em [24]|, Koizumi e Schmidt consideraram o seguinte problema para o operador p-
Laplaciano, p > 1,
—Apu = f(u) +top+h ;2€Q

P
() u=0 ;x €

onde, ¢, h € C(Q) com ¢ > 0e f € C! satisfazendo

<A\ < f=lim /()

t——oo |t[P—2t t—o0 |t|p_2t’

em que A\; é o menor autovalor do problema

—Aju— ANufPu=0 ;2 €

(Fa)
u=0 ;z € .

A primeira solucao é obtida comparando (F,) com o problema limite

—Apu=alut Pt = Blum P+ h 2 eQ
u=0 ;z € .

Em [24], os autores provam que existe t(h) << —1 tal que para todo ¢t < t(h) o problema
(P,) tem uma solugdo negativa. Em seguida, supondo ¢ > 0 in Q, eles mostram que
existem t,t9, t1 <t tal que (F,) tem pelo menos uma solugao para t < t,, ndo possui
solucao se t > ty e possui pelo menos duas solucoes se t < t;. Por fim, os autores mostram
multiplicidade de solucoes quando ¢ > 0, usando argumentos de limite.

Arcoya e Ruiz, em [4], supoem que f é continua e satisfaz

lim sup f(s) < A1 < liminf f(s) < limsup f(s) =\ <o
P s SR Topzs = DI s

e que para todo M > 0, existe £ > 0 tal que
f(s) +¢&|s[P~2s é ndo decrescente em s € [—M, M].

Os autores obtem, entre outros resultados, que t; = t, quando p > 2 e ¢ satisfaz: ¢ > 0 em
Qe % < 0 em 0f). As principais técnicas utilizadas foram sub-supersolucao, principios de
comparagao e teoria do grau. Miotto, em [29], e Arias e Cuesta, em [5], usando “blow-up”

e as técnicas desenvolvidas em [4], estudaram uma versao superlinear do problema (F,).
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O problema para o p-Laplaciano com condicao de Neumann foi considerado por De

Paiva e Montenegro [16]. Mais precisamente, em [16], os autores consideram o seguinte

problema
(Pu) —Apu = f(z,u)+1t ;2 €0
N
t |Vu|p2% =0 ;2 €00
v

com f: QxR — R uma fun¢do de Carathéodory satisfazendo condigoes como em [4].
Os autores provam que existe ty € R tal que (Py;) nao tem solugoes se t > tg, e (Pyy)
tem pelo menos uma solucao minimal se ¢t < ty. Se em adicao f for localmente Lipschitz
continua em s uniformemente q.t.p x € €, entao existe t; < ty tal que para t < t; o
problema (Pp;) tem pelo menos duas solugoes distintas. Além disso, a igualdade t; = ¢
ocorre se f € C(Q x R).

Agora apresentaremos nossos resultados. No Capitulo 1, estudamos o seguinte pro-

blema de Neumann:

—Ayu = f(z,u) +tp(x) + h(z) ;x€Q

(F)
t \W\P-Z@:o ;o € 0N
v

onde ¢(z) >0, ¢(z) Z0e ¢, h € L>®(), Q C RY um aberto, limitado e com fronteira 95

suave e f : Q x R — R uma funcdo de Caratheodory satisfazendo as seguintes condicoes:

lim sup M < 0 < liminf M

x,8 ]
5 5 uniformemente em z € €.
s—oo |8|P72s s—too |s[P2s

Supomos também que VM > 0, 3\ > 0 tal que,
g(x,u) = f(x,u) + Mu[P"?u & ndo decrescente Yu € [—M, M|,
e a seguinte condicao de crescimento
|f(z,8)| <c(l1+|s]PY); V(z,s)€QxR.
Provamos o seguinte resultado do tipo Ambrosetti-Prodi: existem t; <ty € R, tais que
(i) Se t < t1, entdo (P;) possui pelo menos duas solugoes.

(i) Se t < tg, entao o problema possui (P;) pelo menos uma solucao.

(ii) Se t > ty, entao o problema (P;) nao possui solucao.
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Nao conhecemos até o momento um resultado neste sentido, isto é, envolvendo o
operador p-Laplaciano, com condi¢do de Neumann na fronteira e ¢ > 0, ¢ Z 0. O que
torna este resultado relevante é o fato da nao existéncia de supersolucao para o problema
(P;), sendo assim, nao podemos provar a existéncia da primeira solucao tal como foi feito
nos trabalhos de De Paiva-Montenegro [16]. Em tal trabalho, para garantir a existéncia
de supersolucao os autores precisaram da hipotese ¢ = 1. Em um certo sentido, nosso
resultado estende o resultado de Berestycki-Lions [7] para o p-Laplaciano.

No Capitulo 2 consideramos o problema (P,) com ¢(z) > 0 em Q, ¢,h € L®(Q),
1 < p < o0. Obtemos os mesmos resultados do Capitulo 1, entretanto alguns resultados
auxiliares precisaram de demonstracoes diferentes das que foram feitas no problema de
Neumann. Nossos resultados também podem ser comparados aos obtidos por Koizumi-
Schmidt [24] e por Arcoya-Ruiz em [4]. Mas as técnicas utilizadas nestes trabalhos nao
podem ser aplicadas na nossa situacao. Nossos resultados completam os obtidos por estes
autores.

No que concerne problemas do tipo Ambrosseti-Prodi envolvendo sistemas de equacoes
com o operador Laplaciano, podemos citar por exemplo [11], [14], [30] e [15]. De Figueiredo
e Sirakov, em [14], estudam com auxilio da teoria de solu¢des de viscosidade, um problema
do tipo Ambrosetti-Prodi para operadores uniformemente eliticos na forma nao-divergente
e com coeficientes nao suaves. Resultados similares envolvendo o operador p-Laplaciano
foram obtidos por Miotto em [28|. De fato, o principal resultado em [28| é uma versao
para sistema de [4, Teorema 3.6].

O Capitulo 3 é dedicado ao estudo do seguinte problema

—Apuy = fi(z,ur,ug) + 1101 +hy, ;7 €Q
(S1) § —Dpuz = foz,ur, ug) + taps + ha, ;2 € Q
u1:u2:0 ,$€8Q

onde Q C RY & um dominio suave limitado, ¢;,h; € L®(Q), com ¢; > 0, i = 1,2,
t = (t1,ty) € R? ¢ um parametro e f; : @ x R x R — R, i = 1,2, sdo funcdes continuas
satisfazendo um certo conjunto de hipoteses como em [28]. O principal resultado obtido
¢ uma generalizacao do Capitulo 2 para sistemas. Para obter o resultado, adaptamos as

técnicas do Capitulo 2 juntamente com as utilizadas em [14] e [28].
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0.1 Principios de comparacao e do Maximo

Os resultados que enunciaremos aqui serao usados no decorrer deste trabalho. Come-
caremos enunciando um principio de comparagao devido a [20] e outro devido a [31] e
em seguida, dois principios do maximo bem conhecidos para o caso escalar. Para a de-
monstra¢ao da primeira proposigao, podemos citar por exemplo ([17], Teorema 5). Para

a segunda proposicao ver ([32], Teorema 5).
Lema 0.1. Sejam u,v € WHP(Q) fungoes nao negativas satisfazendo

—Apu+uPt < —Ajpu 40Pt em Q
0 0
|Vu\p_28—1; < ]Vv\pﬂa—z ; sobre OS2
Entdo, u < v em Q.

Lema 0.2. Sejam u,v € WHP(Q) funcoes satisfazendo

—Apu+ ANulP2u < =Apv + Ao[P~to sem Q
u<wv ;sobre 0f)

com A > 0. Entao, u < v em Q.

Proposicao 0.3. Considere o problema
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—Ayu = alulPtu + g(z) ;2 €
u=0 ;x €00

!
Para g € LP (Q), o principio do mdzimo ocorre para esse problema se, e somente se,

a < A1, sendo A\ o primeiro autovalor de (—A,, Wy P(Q)).

O seguinte resultado é conhecido como Principio do Maximo de Vazquez.

Proposigao 0.4. Seja u € CY(Q) tal que Ayu € L (Q) com u > 0 gtp em Q e
Apu < (u) g.t.p em Q, sendo ¥ : [0,+00] — R continua, ndo decrescente, ¥(0) = 0 e
ainda ou 9(s) = 0 para algum s > 0 ou J(s) > 0 para todo s > 0 e a sequinte relagio

ocorre

1
_1
/ (9(s)s) » ds = oo.
0
Entao se u nao € identicamente nula sobre ), temos que u € positiva em todo 2. Além

disso, se u € C* (QU {xo}) para algum x¢ € O que salisfaz a condicio da esfera interior

~ U . .
e u(zg) = 0 entdo —(x0) > 0 onde v é um vetor normal exterior a x.

ov

0.2 Estimativas a Priori

Para provar a limitacao da parte negativa de uma eventual solucao de (Pp;), foi usado
o seguinte resultado devido a Ladyzhenskaya e Ural’tseva, para mais detalhes sobre a

demonstracdo veja por exemplo ([25], Lema 5.1).

Lema 0.5. ([25], Lema 5.1) Seja u(x) uma funcao mensurdvel em . Suponha que exista

ko > 0 tal que para todo k > ky > 0,
®) [ tw= ks < sheman)
Apg

onde A = {x € Q:u(x) >k}, m(Ax) € a medida de Ay, v, €,a sdo constantes tais que
e>0e0<a<1+e Nestas condicoes, existe C = C (7,04,6,]{:0, ||u||L1(Ak )> tal que

0
Jull~ < C.
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0.3 Alguns resultados de Regularidade

Os proximos resultados podem ser encontrados em [4]

Lema 0.6. O operador p-Laplaciano definido por;

(3) —A,  WEP(Q) - W ()

(4) (—Apu,v) = / |VulP~2Vu - Vo do
Q

¢ limitado e continuo. Além disso, —A, ¢ bijetivo e seu inverso, denotado por K, é

também limitado e continuo.

Lema 0.7. Sejam f,, [ € Lo(Q) com || full;« < C para alguma constante C > 0 e tal
que f, = f em W*I’p/(Q). Considere u, = K(f,), u = K(f), entio u, — u em C*#(Q)
para todo 0 < B < a. Em particular, o operador K : L=(Q) — CJP(Q) € continuo e

compacto.

O proximos lemas sao combinacgoes de um resultado de Ladyzhenskaya e Ural’tseva

(|25], Teorema7.1) e estimativas C* de [31]
Lema 0.8. Seja u € WyP(Q) uma solucio do sequinte problema:

—Ayu = f(x,u) ;2 €
(Fy) "
u=0 ;z €0
onde g € uma funcao de Caratheodory satisfazendo sgnlu].g(z,uw) < M(14|u|?) para algum
l<g< NN—7P. Entdo, u € CY*(Q) para algum 0 < a < 1, e [ullra@ < C(M). Em
particular, o operador K : L(Q) — Cy*(Q) € limitado, isto &, |KK(f)|lcra < CUfl ),
para toda f € L®(Q).

Lema 0.9. Seja u € WH(Q) uma solugio do sequinte problema:

—Apu = g(z,u) ;x €
u
v

P
) |Vu|ng— =0 ;z€00
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onde g € uma fun¢ao de Caratheodory satisfazendo sgnlu].g(x,u) < M(1+|u|?) para algum
N ~ (0% O

1 <q < {5 Entao, u € Ct(Q) para algum 0 < a < 1, e |[uflprag < C(M). Em

particular, o operador K : L=(Q2) — C1*(Q) ¢ limitado, isto €, ||[K(9)|lp1a < C(1gl o),

para toda g € L=(2).

0.4 O Operador H

Os proximos lemas foram motivados pelos resultados em [21] e [22]. A demonstracdo

segue as mesmas idéias de ([22],Proposigdo (a)), para o p-Laplaciano.
Lema 0.10. O problema

—Apu+ clulP~2u = g(z) ;2 €Q
(P:) ou

|Vu]p_2$ =0 ;2€90
admite uma unica solu¢ao em WP(Q), para toda g € L>(Q). Além disso, o operador H :
L>(Q) — CY(Q) dado por H(g) = u se, e somente se, u € solugio de (P,), é estritamente
crescente e compacto. Se S C L>®(Q) é L>*(Q)-limitado na topologia de LP(Q) induzida
pelo imersdo L>®(Q) — LP(R), entdo o operador Hg : S — C*(Q) : g — H(g) € continuo.

Demonstracao. Note que, pelo fato de ¢ > 0 podemos encontrar constantes M; < 0 e
M, > 0 tal que as fungoes ¢ (x) = M e ¢po(x) = My, sdo sub e supersolugdes estritas do
problema (P,). Seja A = [¢1, o] conjunto das funcdes ¢ € C*(Q) tais que ¢; < ¢ < ¢o.
Suponha que u,v € WHP(Q) satisfaz

0 0
—Apu+ cjulPPu > —Apu + clP e jx € Q, |Vu|p_2a—u > |Vv|p_28—v ;€ 0f)
v v

Usando o Lema 0.1 de ([20], Lema 3.1)imediatamente concluimos que uma solugao de (P;)
é tnica e que o operador solucao, caso exista, é estritamente crescente. Seja Ap = AN Bp,
onde Bg é a bola de raio R em C'(Q). Pelo fato de ¢,(z) = M; e ¢o(x) = M, serem
sub e supersolugoes estritas, uma solu¢do u de (P,) esta no interior de A. Logo para R

suficientemente grande obtemos que

deg<I_P7ARJO>:17
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onde P : Agr — C*(Q) é definido por Pu = K (g — clul/’"%u) e K ¢ o operador dado
no Lema 0.9. Portanto, o problema (FP,) ¢ unicamente resoluvel para cada g € L>(Q2)
e o operador solucio H : L®(Q2) — WHP(Q) & estritamente crescente. Seja {g,} uma

sequéncia limitada em L*(Q) e w,, = Hg,, logo
— AW, + clw, [P w, = gn.

Pelo Lema 0.9 w, € C**(Q) com [lwy/[gra@ < C. Como a imersao C** — C',
0 < B < a é compacta, passando a uma subsequéncia se necessario, Hg, — w fortemente
em CY8(Q), portanto H : L=®(Q) — C'(Q) é compacto. Seja S C L®(Q) & L=()-
limitado na topologia de LP(Q2) induzida pelo imersdao L*(2) — LP(§2). Suponha que
Hg : S — CY(Q) nio seja continuo, entdo existe uma sequéncia (g,) C S convergindo em
LP para alguma g € S e tal que ||Hg, — Hgl o1 = 6 para um § > 0 conveniente. Desde
que (Hgy,) ¢ limitada em C**(Q) para algum 0 < a < 1, e C* — CY, 0 < B < a é
compacto, passando a uma subsequéncia se necessario, Hg, — u fortemente em C*(Q).

Passando ao limite em

OHgn

—ApHgn + c[Hgal" " Hgn = gu(w) ;2 €Q [VHg "= =0 ;2 € 9Q
concluimos que u satisfaz
—Apu+culfFu=g(x) ;e |Vulf e 0 ;2 €00
v

e pela unicidade das solucoes, segue que u = Hg. O que gera uma contradi¢do com o fato

de que 0 < 0 < liminf [|[Hg, — Hgl o1y = 0. O
O proximo lema é um anélogo ao lema anterior, feito com condicao de Dirichlet.
Lema 0.11. O problema

—Aju+ clulP?u=g(x) ;2 €Q

(P7)
u=0 ;x €N

admite uma unica solugao em Wol’p(Q)7para toda g € L>®(Q). Além disso, o operador
H . L=(Q) — CL(Q) € estritamente crescente e compacto. Se S C L®()) é L>()-
limitado na topologia de LP(Q) induzida pelo imersao L™ () — LP(QY), entdo o operador
Hs: S — CHQ) : g — H(g) ¢ continuo.
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Demonstragcao. Note que, pelo fato de ¢ > 0 podemos encontrar constantes M; < 0 e
M, > 0 tal que as fungoes ¢ (x) = M e ¢o(x) = My, sdo sub e supersolugoes estritas do
problema (P*). Seja A = [¢1, o] conjunto das fungdes ¢ € CE(Q), tais que ¢; < o < ¢o.
Suponha que u,v € W, ?(Q) satisfaz

—Apu+ clulP2u > —Apu + oo sz e Q
u>v ;x € 0N

Usando o Lema 0.2 de [31], concluimos que uma solucao de (P*) é tnica e que o operador
solucao, caso exista, é estritamente crescente. Seja Agr = AN Bg, onde Br é a bola de raio
R em C}(Q). Pelo fato de ¢y(x) = M; e ¢o(x) = M, serem sub e supersolucdes estritas,
uma solucao u de (P*) esta no interior de A. Logo para R suficientemente grande devemos
ter

deg (I — P, Ag,0) =1,

onde P : Ap — CY(Q) é definido por Pu = K (g — c|u|P"2u) e K é o operador dado
no Lema 0.8. Portanto, o problema (P*) é unicamente resoluvel para cada g € L®(Q)
e o operador solugdo H : L®(Q) — WP (Q) é estritamente crescente. Seja {g,} uma

sequéncia limitada em L*(Q) e w,, = Hgy,, logo
—Ayw, + clw, [P *w, = g,.

Pelo lema 0.8 w, € Cy*(Q) com Hwan}ﬁ“(ﬁ) < C. Como a imersio Cp® — C3F,
0 < B < «a é compacta, passando a uma subsequéncia se necessario, Hg, — w em
CyP(Q), portanto H : L®(Q) — CL(Q) é compacto. Seja S C L®(Q), L>(Q)-limitado
na topologia de L?(Q) induzida pelo imersao L>°(Q2) — LP(Q) e {g,} C S tal que g, — ¢
em I/V_LPI(Q)7 entdo pelo lema 0.6 temos que Hg, — Hg em W,?(Q) e passando a uma
subsequéncia se necessario, temos que Hg, — Hg em Cé’ﬂ (Q) e isso conclui a continuidade

de H. O



CAPITULO 1

PROBLEMAS COM CONDICAO DE
NEUMANN

1.1 Resultados Principais

Nesta secao, apresentaremos nossos resultados de existéncia e multiplicidade de solu-
coes.
Sejam © C RY um aberto, limitado e com fronteira 92 suave e f : Q x R — R uma

funcao de Caratheodory satisfazendo as seguintes condigoes:

. f(z,8)
(1.1) lgililop 5725 <0
e
(1.2) liminf £225) S

s—++00 |$|p*23
uniformemente em x € 2. No que segue, t € Re 1 < p < co. Considere o seguinte

problema,

—Apu = f(z,u) +to(x) + h(z) ;2 €Q

(£1)
t |Vu\p*2@:() ;o € 0N
v

7
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onde ¢(x) >0, ¢p(x) Z0 e ¢, h € L>®(Q). Suponhamos também que VM > 0, IA > 0 tal

que,
(1.3) gz, u) = £, u) + Auu
é ndo decrescente Vu € [—M, M].

Teorema 1.1. Suponhamos que as condi¢oes (1.1), (1.2) e (1.3) estejam satisfeitas e que

existe uma constante c tal que,

(1.4) [f(z,s)| <c(l+[s["7"); Vs <0
e uniformemente em v € ) . Entao, existe ty € R, tal que
(i) Set <ty, entao (P;) possui pelo menos uma solugdo.

(ii) Set > to, entao o problema (P;) nao tem solugao.

Restringindo a condigdo (1.4) para s — +00 obtemos o seguinte resultado relativo a

multiplicidade.

Teorema 1.2. Supondo as condigoes (1.1), (1.2) e (1.3) e que existe uma contante c tal

que,

(1.5) f(z,8)] <e(l+]s]P7); VseR
e uniformemente em x € ). Entao existe t1 € R com t; < tg, tal que

(i) Set =1y, entdo (P;) possui pelo menos uma solucdo.

(ii) Set < ty, entdo o problema (P;) possui pelo menos duas solugdes distintas.

1.2 Primeira Solucao

Nesta secao usaremos a teoria do grau de Leray e Schauder para garantir a existéncia

de solugao para o problema (P,).
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Note que resolver o problema (F;) é equivalente a mostrar a existéncia de uma solugao

para a equacao
(1.6) u="H(f(z,u)+ clul?u+td+h)

onde, H é o operador dado no Lema 0.10.

Mostraremos que a equagao (1.6) tem uma soluc¢do para algum ¢ € R e para isso, preci-

saremos dos proximos lemas, que foram motivados pelos resultados em ([21],Lemas 1 e 2).

Lema 1.3. Para cada Ry > 0 dado, existe um nimero real T = T(Ry) tal que
(1.7) v#H(T(f(z,0) + ol Pv+to+h))
para toda v € C1(Q) com ||v*| = Ry, V7 € [0,1], Vt < T.

Demonstra¢do. Suponha por absurdo que existam sequéncias {v,} C C1(Q) com ||v}| =

Ry, {m,} C[0,1] e {t,} C R, t, = —o0, tal que
(18) v, =H (Tn (f(x, Un) + c|vn|p_2'0n + tn¢ + h))

usando a hipdtese (1.4) obtemos,

(1.9) fla.s) +els|"s < c|s|" s + |f (@, 5)|
(1.10) < c|s|P"%s +c+c|sP?
(1.11) =c

(1.12) < f(z,0) + 2

para s < 0. Assim, para a sequéncia v,, temos

T (F(,00) + cvalP 00 + tag + h) < 7 (f(a,0F) + clof P20 + 20+ tap + h)
< To(M +t,o+h) < M+ t,¢+ h.
onde, M = _max [f(z,v])+ clvf[P7?v)} + 2¢]. Segue que
z€Qv;f €[0,R]
Seja w, = H((M + t,¢ + h)), ou seja w,, satisfaz

_prn + C|wn|p_2wn = (M + tn¢ + h)
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Defina s, tal que t,, = |s,[P~%s,, assim

N e B G

Logo, (% + o+ &) — ¢, quando t,, — —oo. Pelo Lema 0.10 temos que H é fortemente
crescente e continuo quando restrito a um conjunto S C L*>(Q) , L*>°(2)-limitado, segue

que
W,

— — H(¢p) > 0.

Sn

de onde segue que w,, < 0. Logo v = 0, contradizendo o fato de que |[v}|| = R;. O
Lema 1.4. Sejat € R fixo. Entao existe Ry > 0 tal que
(1.13) v#H(T (f(z,0) +clofPv+td+h))
para toda v € C1(Q) com ||v™|| = Ry, V7 € [0, 1].
Demonstracao. A idéia é obtermos estimativas a priori para eventuais solucoes da equacao
v, = H (7 (f(z,0;) + clo, [P0, +to + 1)) 7€[0,1].
segue das hipoteses (1.1) e (1.2) que existem € > 0 e ¢; € R tal que
f(z,s) > —€|s|P2s +¢; V(z,5) € A xR,
logo,
— Ay + v PP =7 (f (2, v0) + o [P0 + td + h)

> 7 (clv [P0, — €|v [P0, + e+t + h)

— 7 (e = O)forl20, + 1+ to + h)
Por outro lado, seja w, a tinica solugcao do problema

Dy + (e~ (e~ ) w P w = (e + 1o+ h) zE€Q

|Vw, |P~ 288V =0 ;2 €00

Note que 7(c—¢€) < ¢, logo o conjunto (w-), ;€ limitado em C(Q), isto é, existe ¢y tal
que ||w7||01(§) < ¢y. Segue do principio de comparacao fraco Lema 0.1, que v, > w, >

—co. Tomemos entao Ry = c3 + 1 e o resultado segue. [
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Mostraremos agora que a equagao (1.6) tem uma solugao para algum ¢ usando o grau
de Leray-Shauder. Dado Ry > 0, fixemos t < T(R;) com T(R;) dado pelo Lema 1.3 e

considere Ry > 0 garantido no Lema 1.4. Considere o conjunto

A={vel'(Q): vt < R,

v < B2}
Note que A é um conjunto aberto em C'(Q) contendo 0. Pelos Lemas 1.3 e 1.4 temos que
v#H (T (f(z,v) + o Pv+to+h)) VYo e dA,

Logo, pela invariancia homotopica do grau de Leray-Schauder segue que
deg (I —H ((f(z,v) + o[ v +td+h)), A 0) =deg(I,A,0) = 1.
de onde segue que existe v € A tal que
v="H(f(z,v) + clv]'Pv+td+h)

e portanto, o problema (F;) possui uma solucao para t < T'(Ry).

1.3 Demonstracao do Teorema 1.1

Nesta se¢ao seguiremos as idéias de De Paiva e Montenegro em [16] para garantirmos a
existéncia de subsolucao para o problema (F;). Em seguida, mostraremos o bem conhecido
método de sub-supersolucao. Usando estes resultados, mostraremos que se o problema
(P;) tem solugao para algum ¢ entdo para todo s < t também tem solucdo e em seguida

faremos a demonstracao do Teorema 1.1. Comegaremos com o seguinte resultado:

Lema 1.5. O problema (P,) possui subsolu¢ao para todo t € R.

Demonstracao. Considere o seguinte problema
Az < f(z,2) +to(x) + h(z) ;2€Q
2<0 :x e
0z
V2P2—= =0 ;2 €00
v
Mostraremos que existe uma constante z; negativa satisfazendo o problema acima. De

fato, usando a hipotese (1.1) segue que existem constantes ¢ > 0 e C' > 0 tais que

f(z,s) > —¢ls|P~2s — C, s < 0. Defina
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(1.14) S (It\ ||¢||oo+||h||oo+0)<p1>

€
segue que para todo t € R,
[t |¢lloe + 1Pl +C

€

f(x,zt)+t¢+h2—e|zt\1°QZt—C+t¢+h—e( )—O+t¢+h

2 [t 19l +t¢ + [[All + P

> 0.

De onde segue que z; ¢ subsolugao de (P;). Além disso, como f(x, k)+tdp+h > —e|k|P~2k—
C+tp+h > —€z|P~?2 — C +tdp + h & facil ver que toda constante k < z; é subsolugio
estrita de (P,). O

O préximo Teorema é conhecido como Método de sub e supersolucao.

Teorema 1.6. Sejam z,w € C'(Q) sub e supersolucio de (P,) respectivamente tais que
z < W em Q. Entio eziste u € CHQ) solugcdo de (P,) tal que 2 < u < W em Q e
ou
|Vul[P=2— = 0 sobre 09.
v

Demonstragdo. Defina os operadores N, : C1(Q2) — L>=(Q) por
Ni(v) = f(z,v) + AP 2v+tp+h , veCHQ)
e T:L>®(Q) — CYQ) por T(v) = w se, e somente se, w é solucdo de

—Apw + NMwPPw =v ;2 €0

]Vw|p_2g—w =0 ;2 €00
v

Defina também K, : C1(Q) — C1(Q) por K; = T o N,.
Note que u é um ponto fixo de int se, e somente se, u é uma solugao de (F;). Mostremos
que Et é compacto. Com efeito, como int =T o N; e N, é continua, basta mostrar que T’

é compacto. De fato, seja {u,} uma sequéncia limitada em L*>(Q) e w,, = T(u,), logo

—Apw,, + AMw,|P 2w, = uy,.

Pelo Lema 0.9 w, € C*(Q) com lwallci@ < €. Obtemos pela imersdo compacta

CH(Q) — CY(Q) que, a menos de subsequéncia, w, — w em CYA(Q), portanto T
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é compacto.

Agora, defina
A={ueC'Q): z(z) <ulz) <w}.

Note que A é fechado e convexo. Pela hipdtese (1.3) e pelo principio de comparacao temos
que /E;(.A) C A, e pelo Lema 0.9 E(A) ¢ limitado. Assim, pelo Teorema do Ponto Fixo
de Schauder existe u € C*(Q) ponto fixo de K., ou seja, existe u € C(Q) solugao de (P;)
tal que z(z) <wu(z) <wem Q. O

O proximo resultado nos diz que, o conjunto dos ¢ para os quais o problema (P;) tem

solucao é um intervalo nao degenerado.

Lema 1.7. Se o problema (P,) tem solucdo para algum t € R, entao (P;) tem solugdo

para todo s < t.

Demonstra¢ao. Seja u; uma solugao de (P;). Para todo s < t temos que u; é supersolucio

do problema (P;) correspondente a s, pois
—Apu = f(x,u) +to(x) + h(z) > f(z,u) + so(z) + h(x).

Por outro lado, segue do Lema 1.5 que existe uma subsolucao z; < u;. Logo, pelo Teorema

1.6 existe uma solucao u, de (P;) para todo s <t. [

1.3.1 Nao existéncia de solucao para ¢ suficientemente grande

O lema que apresentaremos agora mostra que o problema (FP;) ndo possui solu¢ao para

t grande o suficiente.
Lema 1.8. O problema (P,) nao possui solugao para t > 0 suficientemente grande.

Demonstra¢iao. Suponhamos por que (FP;) possui solugdo u; para algum t. Segue das

hipoteses (1.1) e (1.2) que para todo s € R

(1.15) f(z,s) >¢els|Pt = C.
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Usando ¢ = 1 como fungio teste em (P;) temos
0= / 'V, [P2Vu, - Vo do = / flz,up) do + / to dx + / h(x) dz
Q Q Q Q

2/(€|ut|p_1—0) dx+/t¢dm+/h(x)dm

Q Q Q

:e/]ut|p1dx—C|Q]+t/¢dx+/h(a:)dx
Q Q Q

logo,

3/mwwwu/¢m+/m@mgcmy
Q Q Q

Portanto

tA¢M+AM@M§CML

Assim t é limitado, o que prova o lema. [

1.3.2 Conclusao da Demonstracao do Teorema 1.1
Prova de (i)
Considere o seguinte conjunto,
S ={t:(P,) tem pelo menos uma solugio}.

pelo que foi feito na segdo (1.2) temos que S é nao vazio. Além disso, segue dos Lemas

1.7 e 1.8 que S é limitado superiormente logo, podemos definir t, = supt. Além disso,
S

note que se t € S entao (—oo,t] C S. Logo, que para cada t < to, o problema (P;) possui

pelo menos uma solucao.

Prova de (ii)

Segue do Lema 1.8 e da definicdo de supremo que para todo t > ty, (F;) nao tem

solucao.
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1.4 Estimativa a priori

Para obtermos a segunda solugao via teoria do grau, precisamos de estimativas a priori
para eventuais solucoes de (P;). Nesta se¢ao, obtemos estimativas a priori para as partes
negativa e positiva de uma eventual de (P;). Em seguida, obtemos uma estimativa na

norma L™ e por fim estimativa na norma C*.

Lema 1.9. Seja u € WHP(Q) uma solugdo fraca de (P;). Se t pertence a um intervalo

limitado entdo, existe M = M(t) > 0 tal que |Ju™|| < M.

Demonstragao. Seja u uma solucdo de (F;). Considerando a fungdo ¢ = maz(u™ —k,0) €

WP(Q), com k > 0 fixo como fungao teste obtemos

/\Vu\p_2VuV<,0 = / (f(x,u)+tp+h)p
Q Q

Definindo € = {z € Q:u~ > k}, como Vu~™ = V(u~ — k) = —Vu em €y, temos que

|V(u—/€)|p——/Q (f(z,—u") +tdp+h) o

Qp

Como [ satisfaz a hipotese (1.1) temos que existem constantes € > 0 e C; > 0 tal que

f(x,u) > —€|ulP~?u — C}, para todo u < 0. Entao,

(1.16)
[ v~ = —/Qk (F(e,—u") +td+ h) @
(1.17) < /Qk (et P+ Cr+ [t ¢l + 12ll) (™ — &)
(118) = [y =0+ Gt ol IR [ b
(1.19) < /Qk Co (u™ — k)P + kY (u™ —k))
(1.20) + (Cr+ [t 19l + 17l) /Qk(u — k)
(1.21) e /Qk(u kP (G O I8 16l + 1AL /Qk(u k).

Por outro lado, usando a desigualdade de Holder e imersao de Sobolev segue que
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(1.22) /Qk(u—k)p < | (/Qk(u_k)d%) ’

(1.23) < [ Q|7 Cs ( . IV(u™ — k)P + /Qk(u_ - k)p) :

de (1.16) e (1.22) segue que

(1.24)

-2 - _ L\P - _ \P p—1 - _
(|Qk| C3> /ﬂk(u k)P < Cs /Qk(u k)P +Cy (R 4+ 1+ [t |9l + 122 /Qk(u k)
logo,

(7 F =) [ @ =Ry <@ w1 ol + Bl [ =),

k Qp

Usando o mesmo raciocinio na demonstracao do Lema 1.8, obtemos que

(1.25) 10| = </ <“:) < Cskt.
Qp

u~ >k
logo, a medida || — 0 quando k — 400, de onde segue que existe uma constante kg
nao dependente de u tal que |Qk|*% — (3 > 0, para todo k > ky. Segue da desiguldade
de Holder e de (1.24),

[ —n < (/(u —k)p)’l’ |

< Gl ("“p_l + 1+t [[¢ll + 7]l / (u — k)> b
- ‘QM*%__C% Qp

logo,

S =

_ (p=1) w1 (KPTL 41+t + ||k
([ -0) < cum = 1l + 1
o Q| n — Cf

como consequéncia,

kPl + 1+t + || =
[ - S@mk‘( 19l + | ||oo>
o Q| ™ — Cs

1

P+ 1+ [t 8l + ||h||oo> !
11— |Qk|%CS

= Cy| Q| 5eD) <



SECAO 1.} % Estimativa a priori 17

Podemos assumir que 1 — ‘Qk’%03 > % para k > kg e entao

B pp—1) _ -1
/Q (u™ — k) < Gl 5 (7 1+ [t |16l + IR]l)"
k

_ 1 t h p—l
= O |k <1+ + [t ol + | Hoo)

Jp1

= 1+t Bl \P
< Col [ <1+ . Hliﬂogn ||oo)
0

p(p—1)

< Co| TR

Agora, aplicando o Lema 0.5 concluimos que ||u~||_, ¢ limitada por uma constante que
depende apenas de t,kg,e,p,n e HU_HLl(Qk )~ Vamos melhorar essa estimativa, obtendo
0
uma limitagao para [|u~[[;1(q, )- De fato, usando —u~ como funcao teste e a desigualdade
0

f(z,u) > —€|ulP~2u — C) para u < 0 temos

OS/Q|VU_|p
:/Q—f(a:,—u_)u_—t/ﬂqﬁu_—/ghu_
_e/ﬂw)ucl/gu_t/ﬂqsu_/ghu

/Q|Vu_lp+6/ﬂ(u_)10 < (Cy + [t ||¢ll. + ||h||oo)/u_

Q

IA

logo,

€

<5 [P+ €t o]+ el

de onde segue que ||u" ||y, € limitada. Logo,

/ | < / | < C ( / |u-|p> < (C 4 [t 6]l + IRl
Qg Q Qg

portanto, a norma |lu”||;. ¢ limitada por uma constante que depende apenas de t,e,p e

n. O

Lema 1.10. Seja u € WH(Q) uma solugdo fraca de (P;). Se t pertence a um intervalo

limitado entdo, existe C = C(t) > 0 tal que ||u| < C.
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Demonstragao. Em virtude do Lema 1.9 basta mostrarmos que ||u™||_ é limitada por
uma constante que depende apenas de t,e,p e n. Seguindo o mesmo raciocinio do lema
anterior podemos mostrar que |ju*| ¢ limitada por uma constante que depende ape-
nas de t,k1,e,p,n e Hu+HL1(Ak1), onde Ay = {x € Q:u" > k}. Vamos obter agora uma
estimativa para ]|u+HL1(Ak1). Para isso, é suficiente mostar que ||u]||;, ¢ limitada. De

— 0o com t, € [a,b].

fato, suponhamos por absurdo que existam a.,b € R tal que ||ut+n HLP

+
Uy Loy . . -
Defina w,, = n__ Note que w, ¢ limitado em WY pois usando u; como funcao
n H ¥ n ’ tn
Ut H
n || P

teste e a hipotese (1.5) temos

/|Vutn]p:/f(a:,utn)utn—l—t/d)uthr/hutn
Q Q Q Q
<e / g, [P+ ¢ (1+ [#] [9]].o + 1A]l) / g, |

p

< (U118l + Rl / s,

de onde segue que w, é limitado em WP, Logo, podemos assumir que w,, — w em W1?

w, — wem LP e w, — w q.t.p z € Q. Tome ¢ € WP(Q), p > 0, entao

Vn”WnW7:/ﬂ%%)+m/ 4 +/hw
J v vo= [ Fitilo e [opfre [ ety
26/ P~ + o(n)

Q

fazendo n — oo, obtemos

/ IVw|P*Vw - Vi > e/ wP o
Q 0

tomando ¢ = 1, segue que e/ wP™tdx < 0, o que gera uma contradiciio com o fato de

Q
quew>0ew=#0. O

Lema 1.11. Seja u uma solugdo fraca de (P,). Se t pertence a um intervalo limitado,

existe R > 0 tal que a norma [ull cry < R.

Demonstracao. Segue dos Lemas 1.9 e 1.10 que se u é uma solugao de (F;) entdo ||u™|| <

M, flull < Ce

—Apu = f(z,u) +to+h
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como u € [—M,C], temos |f(z,u)| < R, para (z,u) € Q x [~M,C] e entido segue que
[(z,u) = f(x,u) +tp + h é uma fungao de Caratheodory que satisfaz,

U@, u)| < Ry + R0l + |1l = Ro

Assim pelo Lema 0.9 v € C*(Q), para0 < a < le [ull iy < R(Ra). O

1.5 Demonstracao do Teorema 1.2

Primeiramente, mostraremos que o o problema (P;) tem uma solugao para t = . De
fato, da defini¢do de supremo existe {t,} C S tal que t,, — to. Sem perda de generalidade
podemos assumir que {¢,} é crescente. Como ¢, € S, existe u, solucao de (P,,), isto é,

para todo i € WP (Q),

(1.26) / VP2V, - Vi d — / (F( ) + tnds + h) 0 da
Q Q
Temos pelos Lemas 1.10 e 1.11 que u,, € [-M, R], logo |f(z,u,)| < K e
(@, un) +tadp + 1 < K + RI¢]l . + 2]l < M,

logo, pelo Lema 0.9 segue que {u,} é limitada em CY%(Q) e portanto possui uma sub-
sequéncia convergente u,, — u*em cLP (ﬁ), 0 < B < a. Assim, tomando o limite quando

ng — oo em (1.26) obtemos

/|Vu*yp2vu*-wdx:/(f(x,u*)+t0¢+h)wda:
Q Q

isto é, u* é solugdo de (P,,). Por outro lado, j4 mostramos que existe t, € R tal que o
problema (P;) nao possui solu¢ao para todo s > . Fixemos ¢ < T'(R;) com T'(R;) dado
pelo Lema 1.3 e seja t; = T(Ry), pela definicdo de ty temos que ¢; < t5. Segue do Lema
1.11 que para todo s € [t,ty] existe R > 0 grande o suficiente tal que [usllor@my < Re
A C Bg, onde A ¢é definido na Segao (1.2). Note que u é solugdo de (Ps) se e somente se

u é ponto fixo do operador compacto Hsv = u, onde u é uma solucao de

—Apu+ NulP2u = f(z,v) + ANo|P"2v + s¢+ h, ;2 €

|Vu|p2% =0 ;2€00
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Consideremos a seguinte homotopia admissivel,
H :[t,to+ 1] x Bg — ON(Q), H(s,u) = H,u.

entao,

deg(I — Hy, By, 0) = deg(I — Hyy11, B, 0) = 0.

pois, pela definicao de %y, H;,+1 nao possui ponto fixo. Usando agora a propriedade da

excisao do grau de Leray-Schauder, segue que
deg(I — Hs, B — A, 0) = deg(! — Hs, By, 0) — deg(I — Hs, A, 0) = —1,

Portanto, o problema (P;) possui outra solugdo que nao pertence a A. Logo, exite t; < g
tal que para todo t < t; o problema (F;) possui pelo menos duas solugoes distintas, e isso

conclui nossa demonstragao.



CAPITULO 2

PROBLEMAS COM CONDICAO DE
DIRICHLET

2.1 Resultados Principais

Nesta secao, apresentamos nossos resultados com condicao de Dirichlet na fronteira.
Sejam ©Q C RY um dominio aberto, limitado e com fronteira 9 suave e f: Q x R = R

uma funcao de Caratheodory satisfazendo as seguintes condicoes,

f(z,s)

(2.1) Tgfip S2s =a < A,
)
(2.2) l;gﬁgof 52 B> A,
(2.3) lim inf f(z,5) < lim sup f(z,5) =\ < o0,
s—+00 ’5’1’728 S5—4-00 ’S’p728

uniformemente em x € ) e tal que Ay é o menor autovalor do problema,

—Apu — NuPPu=0 ;2 €

(Fa)
u=0 ;z €0

21



SECAO 2.2 % Primeira Solucdo 22

Além disso, vamos assumir que para todo M > 0, existe £ > 0 tal que
(2.4) f(z,u) + £JulP~?u & ndo decrescente em u sobre [—M, M].

Considere o seguinte problema,

—Ayu = f(z,u) +top(z) + h(z) ;2€Q

(Ppt)
u=0 ;x €00
onde ¢(x) > 0em Q, ¢, h € L®(Q),comt ERel < p< co.

Teorema 2.1. Suponhamos que as condigoes (2.1), (2.2) e (2.4) estejam satisfeitas e que

eriste uma contante c tal que,
(2.5) [f(z,8)] < e(L+]sf); ¥s <0
e uniformemente em v € Q). Entdo, existem ty tal que

(i) Set <ty, entao (Pp:) possui pelo menos uma solucdo.

(ii) Set > to, entido o problema (Pp¢) ndo possui solucao.

Teorema 2.2. Suponha que as hipdteses (2.1), (2.2), (2.3), (2.4) estam satisfeitas. En-

tao, eriste t1, com ty < ty tal que
(i) Set =ty, entao (Ppt) possui pelo menos uma solugao.

(ii) Set <ty o problema (Pp:) tem pelo menos duas solugdes distintas.

2.2 Primeira Solucao

Note que resolver o problema (Pp;) é equivalente a mostrar a existéncia de uma solugao

para a equacao
(2.6) u="H(f(z,u)+clufu+td+h)

onde H é dado no Lema 0.11.

Mostraremos que a equacdo (2.6) tem uma solu¢do para algum ¢ € R e para isso,
precisaremos dos proximos resultados que foram motivados por [21]. A demonstragao do
proximo lema segue de perto a demonstracao feita no Lema 1.3, ja para o lema subsequente

a demonstracao é ligeiramente diferente do que foi feito no Lema 1.4.
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Lema 2.3. Para cada Ry > 0 dado, existe um nimero real T' =T (Ry) tal que
(2.7) v#H (T (f(z,0) +clofPv+to+h))
para toda v € C}(Q) com ||vt| = Ry, V7 € [0,1], Vt < T.

Demonstra¢do. Suponha por absurdo que exitam sequéncias {v,} C CL(Q) com |[vf| =

Ry, {m,} C[0,1] e {t,} C R, t, = —o0, tal que
(2.8) Vo = H (7 (f(2,00) + " 00 + tudp + 1))

usando a hipdtese (2.5) obtemos,

(2.9) fla,s) +cls|"™%s < c|s|"™%s + | f(x, 5)|
(2.10) < c|s|P™%s +c+c|sP?
(2.11) =c

(2.12) < f(z,0) +2¢

para s < 0. Assim, para a sequéncia v, temos

T (f(x, V) 4 c|vn P20, 4t + h) <, (f(x, )+ et P2l 2¢ o + h)
< To(M +t,p+h) < M+ t,¢+ h.

onde, M = max [f(z,v])+ clvf[P"?v;} + 2¢]. Segue que
mGﬁ,vﬂ,’E[O,Rﬂ

Seja w, = H(M + t,¢ + h), ou seja w, satisfaz
—Ayw, + clw, [P ?w, = (M + t,¢ + h)
Defina s, tal que t, = |s,[P~%s,, assim
w
—A (2 ol =L |p—2 (22
) 22 () = (gt
Logo, (% + o+ %) — ¢, quando t, — —oo. Pelo Lema 0.11 temos que H é fortemente
crescente e continuo quando restrito a um conjunto S C L>*(Q) , L*°(Q2)-limitado, segue
que
Wy,

— — H(p) > 0.

Sn

de onde segue que w,, < 0. Logo v;" = 0, contradizendo o fato de que ||v;}|| = R;. O
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Enunciarmos um analogo para o caso de Dirichlet do Lema 1.4, e cuja demonstragao
¢ uma consequéncia direta do teorema que vem a seguir. Note que os argumentos usados

aqui sao diferentes do que foi feito no caso de Neumann.

Lema 2.4. Sejat € R fixo. Entdo existe Ry > 0 tal que
(2.13) v#H(T (f(z,0) +clofPv+td+h))
para toda v € CH(Q) com ||v™|| = Ry, V7 € [0, 1].

Argumentando como na Secao 1.4 provaremos a limitacao da parte negativa de uma

eventual solugao da equagdo (2.6). Obtendo assim, o seguinte resultado.

Teorema 2.5. Sejat € R, t < 0 fito. Eriste M = M(t) > 0 tal que se u € WyP(Q) ¢é
uma solugdo da equacao (2.13) para algum 1 € [0, 1], entdo ||u| < M.

Demonstra¢io. Seja u uma solu¢do da equagao (2.13), isto é
—Aju+ cufPu =7 (f(z,u) + clulPPu+td+ h)

Considerando a fungdo ¢ = maz(u™ —k,0) € W'P(Q), com k > 0 fixo como fungao teste

na equacao acima temos

/ |VulP2VuVp + c/ lulP"Pup =7 </ (f(z,u) + clulPu+t + h) gp)
Q Q Q

Definindo € = {z € Q: u~ > k}, como Vu~™ = V(u~ — k) = —Vu em )y, temos que

o i Qi Qp
de onde segue que

IV(u™ — k)P < —7'/ (f(x, —u") +t¢+h)<p

Qp Qp

Como f satisfaz (2.1), para todo € € (0, \; — a), existe C; > 0 grande o suficiente tal

que

(2.14) flz,u) > (a+e)|ulft - C



SECAO 2.2 % Primeira Solucdo 25

para u < 0. Entao,

(2.15)
V(v — k)P < —7'/ (f(x, —u”) +tp+ h) ©
Q, Q
(2.16) < /Q (—T(a + 6)(u_)p_1 +C —T1t|o|l + ||h||oo) (u™ —k)
(2.17) = /Q —7(a+e)(u” )P Hum — k) + (CL— 7t ||l + HhHoo)/Q (u™ — k)
(2.18) g/‘@(w—mp+mlw—m)
(2.19) +ma—ﬁwww+uwwy/ar—k>
Qp
(2.20) :C{é@f—kﬁ+ﬂ$#*+63—ﬁwmm+ﬂmeLOf—k)

Por outro lado, usando a desigualdade de Holder e imersao de Sobolev segue que

(221) /ﬂk(u_ — k)P < | (/ﬂk(u_ — k) (nﬁ)) E

(222) <ioufica ([ 1w -np+ |

Qf

w-mﬂ,

Q

de (2.15) e (2.21) segue que

(2.23)
Qi 7n — C T —kP<C i ) L O (e - h -k
(15 =) [ =y < | byt =il ) [ b
logo,

(1t —cu) [

Usando o mesmo raciocinio no Lema 1.9, obtemos que

w——mpsamw*+1—ﬂwmﬁwwu{/@r—k»

k Qk

(2.24) 0] = </ W) g,

logo, a medida || — 0 quando k — 400, de onde segue que existe uma constante kg
nao dependente de u tal que |Q| % — C3 > 0, para todo k > kg. Segue da desiguldade
de Holder e de (2.23),



SECAO 2.2 % Primeira Solucdo 26

/Q’“(u B <l (/Qk(u - k)p>;

1
e (kPTL 41—t + ||h - v
Q

|2 _%—03
logo,
1
B (p—1) -1 (kPP 1—t + ||k v
([ - 0) < cum= Lol + 11
O Q| "n — Cf

como consequéncia,
1
_ P 41—t ol + Il \ 7"
/(u _k>§07|9k|( 1l + Il
o Q[ — C3
1

= Cr || o) (k‘p‘l +1-t|¢ll, + IIhlloo) vt
1 — Q|7 Cs

Podemos assumir que 1 — |Qk]%03 > % para k > kg e entao

_ p(p—1) _ -
/Qw — ) < GRS (k7 1 = 2|6, + 1All)
k

p(p—1 1—1¢ h p—1
= el (1 + ||¢1LL°31+ I IIOO)

- 1t h p-1
< Oyl Q|5 (1 i ”¢,LL031+ I Hoo>
0

< Gyl U5 R,

Agora, aplicando o Lema 0.5 concluimos que ||u~||_, ¢ limitada por uma constante que
depende apenas de t, ko,e,p,n e Hu_HLl(Qk )- Vamos melhorar essa estimativa, obtendo
0
uma limitagao para [|u”[[;1(q, )- De fato, usando —u~ como funcao teste e a desigualdade
0

f(z,u) > (a+ €)|uP~?u — C; para u < 0 temos

og/ﬂyvuvo
:/Q—f(x, —u—>u——t/ﬂ¢u——/ﬂhu—
—(a+e)/ﬂ(u‘)p+01/gu_—t/ﬂgbu‘—/Qhu_

IN
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logo,

/Q|Vulp +(a+e) /Q(U)p <(Cy—t|¢ll, + HhHoo)/Qu

cate / (W) + (C — t ]l + k]l
Q

-2

de onde segue que ||u"||,;1, ¢ limitada. Logo,

/ | s/|u-| <c (/ |u-|p> < (Cy— ]9l + IA]l)
Qg Q kg

portanto, a norma |lu”||;. é limitada por uma constante que depende apenas de t,e,p e

n. O

Mostraremos agora que a equagao (2.6) tem uma solugao para algum ¢ usando o grau
de Leray-Shauder. Dado R; > 0, fixemos t < T(R;) com T(R;) dado pelo Lema 2.3 e

considere Ry > 0 garantido no Lema 2.4. Considere o conjunto

A={veC@):|jv*]| < R

v < B2}
Note que A é um conjunto aberto em C} () contendo 0. Pelos Lemas 2.3 e 2.4 temos que
v#H (T (f(z,v) + v+t +h)) Vo€ A,

Logo, pela invariancia homotopica do grau de Leray-Schauder segue que
deg (I —H ((f(z,v) + c|v[" v+ td+ h)),A,0) =deg(I,A,0) = 1.
de onde segue que existe v € A tal que
v="H(f(z,v) + clv]'Pv+tp+ h)

e portanto, o problema (Pp;) possui pelo menos uma solugao.

2.3 Demonstracao dos Teoremas 2.1 e 2.2

Nesta secao seguiremos as idéias de Arcoya-Ruiz [4] para garantirmos a existéncia de

subsolugdo para o problema (Pp;). Em seguida mostraremos que se o problema (Pp;)
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tem solugdo para algum ¢, entdo (Pps) tem solugao para todo s < t. Além disso, obte-
mos estimativas a priori para eventuais solucoes e por fim, faremos a demonstracao dos
Teoremas 2.1 e 2.2. Comecaremos com o seguinte resultado que garante a existéncia de

subsolugao para (Pp;) para todo t € R.
Proposicdo 2.6. Para cada w € CL(Q), t € R, eziste u € Cy*(Q) tal que u << w e
(2.25) —A,(u) < f(r,u) +to+h em Q

Demonstracdo. Sejam w € C2(Q), t € R fixos, mas arbitrarios. Por (2.1) temos que para

e € (0, \; — ), existe constante C' > 0 tal que
flw,u) = (o + €)|uf~u—C,
para todo u < 0. Seja u € Wy(Q) solucio de
~Aju=(a+&)|uf?u—C+tp+h em Q, u=0 sobre O

onde, sem perda de generalidade, tomamos C grande o suficiente para obter —C'+tp+h <
0. Além disso, podemos tomar C' grande tal que u << w. De fato, seja {C,} uma
sequéncia tal que C,, — oo (sem perda de generalidade assumimos que C,, > 1) e {u,}

uma sequéncia de solugoes de

(2.26) —Apu, = (a+ €)|u, [P *u, — Cp +td+h em Q, u, =0 sobre O
U, ~ , ~
Logo, se v, = ——, entao temos que v, ¢ solucao de
(Cn)7T
to+h

—Apv, = (a4 €)|vn P20, — 1+ em (2, v, =0 sobre 0f2

Ch
Pelo Lema 0.8 obtemos v, € Ch%(Q), para algum 0 < o < 1, [vnllorag < M. As-
sim, pela imersdo compacta C1%(Q) — CY¥(Q), 0 < B < a temos que, a menos de

subsequéncia, v, — v em C*#(Q). Segue do Lema 0.7 que v é solucdo de

—A,(v)=(a+e)f?v—1 ;2€Q

v=0 ;x €90
Pelo Principio do Maximo, Teorema 0.3, e Principio do Maximo de Vazquez, Teorema
u ou
0.4, obtemos v << 0. Notemos que v, = ——— — v << 0, logo u, < 0, = < 0 e

(Co)or o
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. Ju _
ainda ——,u, — —oo quando n — oo. Como u,, w € C**(Q) temos que para n grande

ov

o suficiente, u, << w. Seja ng tal que u,, << w e C,, > C. Entao, definindo u = uy,,,

como uy,, é solu¢ao de (2.26) temos,

—Ayu = (a+ e)|g|p_2g —Cpy +to+h
<(a+uf?*u—-C+tp+h
< flz,u) +top+h

f
isto é, u é subsolugao de (Pp;). O

O proximo teorema é o Método da sub e supersolucao.

Teorema 2.7. Sejam u, u € C*(Q) sub e supersolucio de (Pp,) respectivamente tais que
u<uemQ, comu<0<u sobre 0Q. Entio existe u € CY(Q) solucio de (Pp,) tal que
u<u<uem$ eu=0 sobre 0f).

Demonstracio. Defina os operadores N; : CL(Q) — L*=(Q) por
Ni(v) = f(z,v) + P 2o +tdp+h , veCyQ)
eT:L=() — CHQ) por T(v) = w se, e somente se, w é solu¢io de
—Aw+EwP 2w =v ;z€Q
w=0 ;x €

Defina também K, : CL(Q) — CL(Q) por K, =T o N,.
Note que u é um ponto fixo de ﬁ se, e somente se, u &€ uma solucao de (Pp;). Mostremos
que E é compacto. Com efeito, como int =T o N; e N; é continua, basta mostrar que T’

é compacto. De fato, seja {u,} uma sequéncia limitada em L>*(Q) e w,, = T'(u,), logo
—Aywy, + Elw, P 2w, = u,.

Pelo Lema 0.8 w, € C}(Q) com ||wn||cg(§) < C. Obtemos pela imersao compacta
Ch(Q) — CY(Q) que, a menos de subsequéncia, w, — w em C?(Q), portanto T
é compacto.

Agora, defina

A={ueCiQ): ulzx) <ulz) <u}.
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Note que A é fechado e convexo. Pela hipotese (2.4) e pelo principio de comparagao
fraco Lema 0.2, temos que Ky(A) C A e pelo Lema 0.8 K,(A) é limitado. Assim, pelo
Teorema do Ponto Fixo de Schauder B.4 existe u € C} (Q) ponto fixo de 7Cvt, ou seja, existe

u € C}(Q) solucio de (Ppy) tal que u(z) < u(r) <uwem Q. O
Usando os resultados anteriores, mostramos o seguinte resultado:

Lema 2.8. Se o problema (Ppy) tem solu¢ao para algum t € R, entao (Pp) tem solugao

para todo s < t.

Demonstracao. Seja u, uma solucao de (Pp;). Para todo s < t temos que u; é supersolucao

do problema (Pp;) correspondente a s, pois
—Apu = f(2,u) + 19(x) + hix) > f(2,u) + s6(x) + h(z).

Por outro lado, segue do Lema 2.6 que existe uma subsolucao u < u;. Logo, pelo Teorema

2.7 existe uma soluc¢do ug de (Pps) para todo s <t. O

2.3.1 Estimativa a-priori

Para obtermos a segunda solucao usando a teoria do grau, precisamos obter estimativas
a priori para eventuais solu¢oes de (Pp;). Os proximos resultados foram motivados por
[4]. A demonstracao da seguinte proposi¢ao pode ser feita substituindo-se t > —Cj por

—Cy na prova do Lema 2.5.

Proposicio 2.9. Seja Cy € R firo. Existe M = M(Cy) > 0 tal que se u € Wy P(Q) ¢é
uma solucdo de (Pp;) para t > —Cy, entao ||u~ || < M.

Uma consequéncia do resultado precedente é o seguinte resultado a respeito da norma

L>(Q) de u.

Lema 2.10. Para todo ty € R, existe R > 0 tal que o problema (Pp;) ndo possui solu¢ao

com norma ||u| > R para t > to.

Demonstra¢ao. Suponha por absurdo que {u,} é uma sequéncia de solugoes de (Ppy,)

com 0 < ||u,]| = 400 onde {t,} é uma sequéncia de reais tal que o < t,. Defina
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wy, = segue que

Unp
]
fl,u) h

— o+ — ,x €0
”uan ' H an ! ”uan b

(2.27) — A, (w,) =

usando as hipoteses (2.2) e (2.3), podemos garantir a existéncia de constantes C;,Cy > 0

tal que para € € (0,8 — \y)
(2.28) (8 = Oua(@)P™ = C1 < flz,ua(2)) < (N + )un(@) 7+ Co, 2 € Q.

Entao,

&

[

G )

< <N 4+ lwn (@) +
1 1
[ " [t ”

(220) (8~ ()" -
()
| a7

LP (Q) e portanto, ¢ limitada em Wiy (2). Pelo Lema 0.6 temos que —A,(w,,) ¢ limitado

para todo x € (), pela Proposicao 2.9 segue que a sequéncia { } é limitada em

! h ’
em W=7 (Q), e como i <|T;)_1 tende a zero, segue que ¢é limitada em W=7 (Q). Logo,
Uy,

a sequéncia ———— ¢é limitada e passando a uma subsequéncia se necessario, podemos

| n”

assumir que converge apara algum p > 0. Por outro lado, temos que o operador K :

LP () — Wol’p(ﬁ) é continuo e compacto, de onde segue que a sequéncia,

flz,up) tn h
(2.30) w :/C[ — + ¢+ -
! [ 7% e /174
possui uma subsequéncia fortemente convergente para algum w, com ||w|| =1, em

W, P(€). Consequentemente, usando ¥ € WyP(Q),4 > 0 como funcio teste em (2.27) e
a desigualdade (2.29),

f(z,u,(z
Vw,|P2Vw, - Vi d w x + oY dr + Ydx
/' wal "V T o Tl /u | /u [P

90 [t o= [ e [ ovar
+/§2W¢dl‘

e passando ao limite para n — +o00,

/ Vol V- Vide > (8- ¢) / eolP2 w + / opts da
Q Q Q
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para toda ) € Wl’p( ),% > 0. Assim, temos que w > 0, w #Z 0 e satisfaz no sentido
fraco,
—Apw > (A—e) |w|"Fw+pp ,x€Q
w=0 ,x € 0f

segue do principio do maximo de Vazquez (Teorema 0.4) que w > 0. Considere ¢; a

autofuncao associada ao primeiro autovalor A\{, pela Identidade de Picone A.1 tem-se que

/Qv(w(bp )wa\P 2vwdx</\v¢1\p—A1/¢Pdaz

de onde segue que,

[ ) @-atar+m) i< [ () o i
<)\1/gbpdx

(ﬁ—e)/g¢’fdm+/p¢¢1d <)\1/Q¢’1’dx

como, € foi escolhido de forma que § — € > A\, temos uma contradi¢do e portanto segue

logo,

o resultado. 0O

Note que, como consequéncia do lema anterior temos que o problema (Pp;) ndo possui

solugao para t grande.

Lema 2.11. O problema (Pp;) nao possui solu¢do para t suficientemente grande

Demonstracao. De fato, considere ty = 0 e seja R > 0 dado pelo Lema 2.10, se u é solugao
de (Pp;) para t > 0 grande o suficiente, entdo ||u|| < R, e por argumentos de regularidade
garantidos no Lema 0.8, segue que ||ul|-: ¢ limitada independentemente de ¢. Por outro

lado, u resolve em W‘l’pl(Q) a equacao
—Apu = f(x,u) +to+h

onde os termos —A,u, f(z,u) sdo limitados em W~ (Q). Consequentemente, obtemos
que o conjunto dos valores t para os quais o problema (Pp;) tem solugdo é limitado
superiormente. Isto é, existe t € R tal que o problema (Pp;) ndo tem solu¢io para

t>t. O
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2.3.2 Conclusao da Demonstracao do Teorema 2.1

Prova de (i)

Considere o seguinte conjunto,
S ={t:(Pp:) tem pelo menos uma solugdo}.

pelo que foi feito na Secao 2.2 temos que S é nao vazio. Além disso, segue do Lema
2.11 que S é limitado superiormente. Portanto, podemos definir tq = supt. Além disso,

S
usando (2.8) segue que, se t € S entdo (—oo,t] C S e isso conclui o item (i).

Prova de (ii)

Segue do Lema 2.4 e da defini¢ao de supremo que para todo t > tg, (Pp;) ndo possui

solucao.

2.3.3 Demonstracao do Teorema 2.2

Prova de (i)

Seja to definido no Teorema 2.1, da definigdo de supremo existe {t,} C S tal que
t, — to. Sem perda de generalidade podemos assumir que {t,} é crescente. Como t,, € S,

existe u, solucio de (Ppy, ), isto é, para todo 1 € Wy 7(Q),

(2.31) / VP2V, - Vep da = / (f(, un) + tad + h) W dz
Q Q
Temos pelos Lemas 2.5 e 2.10 que u,, € [-M, R], logo |f(z,u,)| < K e
[f(@un) + tad+ h| < K+ Rl6]l + 12l < M,

logo, pelo Lema 0.8 segue que {u,} ¢ limitada em C"*(Q) e portanto, possui uma sub-
sequéncia convergente u,, — u*em cLP (ﬁ), 0 < B < a. Assim, tomando o limite quando

ng — oo em (2.31) obtemos

/|Vu*|p_2Vu*-V¢dx:/(f(x,u*)—I—togb—I—h)wdx
Q Q

isto é, u* é solugao de (P,,) e isto conclui o item(i).



SECAO 2.3 * Demonstracio dos Teoremas 2.1 e 2.2 34

Prova de (ii)

Ja mostramos que existe ¢y € R tal que o problema (Pps) nao possui solu¢ao para
todo s > tg. Fixemos t < T(R;) com T(R;) dado pelo Lema 2.3 e seja t; = T(Ry),
pela defini¢do de ty temos que t; < to. Segue do Lema 2.10 que para todo s € [t,t]
existe R > 0 grande o suficiente tal que sl o1y < Re A C Bg, onde A é definido na
demonstracdo da primeira solugdo, ver Secao 2.2. Note que u é solugao de (Pps) se e

somente se u é ponto fixo do operador compacto H,v = u, onde u é uma solucao de

—Apu+ NulP2u = f(z,v) + ANo|P"2v + s¢+ h, ;2 €
u=0 ;x €

Consideremos a seguinte homotopia admissivel,
H:[t,to+ 1] x B — C3(Q), H(s,u) = H,u.

entao,

deg(I — Hy, By, 0) = deg(I — Hyy11, B, 0) = 0.

pois, pela definicao de ¢y, H;,+1 nao possui ponto fixo. Usando agora a propriedade da

excisao do grau de Leray-Schauder, segue que
deg(I — Hs, By — A, 0) = deg( — Hs, By, 0) — deg(f — Ky, A, 0) = —1,

Portanto, o problema (Ppg) possui outra solu¢io que ndo pertence a A. Logo, exite t; < g

tal que para todo t < t; o problema (Pp;) possui pelo menos duas solugtes distintas.



CAPITULO 3

SISTEMAS COM CONDICAO DE
DIRICHLET

3.1 Apresentacao do Problema

Consideremos o seguinte sistema

—Apuy = fi(z,u,ug) 1101 +hy, 2 €Q
(St) —Apug = fol,ur,us) +tado + ho, ;7 €Q
U1:U2:0 ,xe@Q

onde Q C RY ¢ um dominio suave limitado, ¢;, h; € L°(2), com ¢; >0, ¢; Z0, i = 1,2,
t = (t1,t2) € R? é um parametro e f; : Q x R x R — R, i = 1,2 sio funcdes continuas

satisfazendo as seguintes condicoes,
(D) |fi(z,s1,80)] < C(1+|sy|Pt+[so)Pl) i=1,2

(IT) existe o > 0 tal que f;(z,s1,s2) + o|s;[P7%s; € nao decrescente,

para todo (z,s;) € Q xR, i#j,i=12

(II1) f;(z,0,0) = 0 e f; é quase-mondtona para todo (x,s;) € Q x R, isto &, para cada

i#j,1=1,2, fi(x,s;,s;) é ndo decrescente em s;.

35
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(IV) Existem matrizes limitadas e cooperativas, isto é, (a;;,c;; > 0) para i # j,

a1x a2 €11 C12

Alz 7A2:

91 Q99 Co1  C22
satisfazendo a11 + a1o < 0, a1 + az < 0, 11, oo < 0 tal que,
A (A, + A7) >0,0 (A, + As) <O,
onde
M (A, + A;) =sup&(4,),
() = {AeR:3p € (WgP(Q)" 1 9> 0, A0 + (A + AD) Ty(p) <0},

com W,(s) = (Yp(s1),%p(52))" € 1y(s;) = |s5P2s;. Além disso, existem constantes
b1, by > 0 tais que
flz,s) > A1¥,(s) —bie ,Vs <0

flz,s) > AsW,(s) — bee ,Vs >0
para s = (s1,52) € R? onde e = (1,1).
(V) Para cada sequéncia {s,} C R? tal que ||s || ¢ limitado e ||s;"|| — oo quando n — oo

lim inf f(@,5n) = f(@,57)

o s

> 0.

Nossos resultados principais neste capitulo sao os seguintes,

Teorema 3.1. Suponha que as hipoteses (I)-(IV') estejam satisfeitas. Existe T € R tal

que o sistema (S;) tem pelo menos uma solucdo fraca para t < Te, onde e = (1,1).

Teorema 3.2. Suponha que as hipdteses (I)-(V') ocorrem. FEntao existem curvas Lips-
chitzianas T* e Y, que dividem R? em trés conjuntos disjuntos M, N e O tais que o

problema (Sy):
i) possui pelo menos uma solugdo para t € T* U T, U O,
il) nao possui solug¢io para t € N,

iii) possui pelo menos duas solugoes distintas para t € M.
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3.2 Preliminares

Enunciaremos alguns resultados a respeito de sistemas envolvendo o operador p-
Laplaciano e que serao tuteis neste capitulo. O seguinte teorema ¢ um resultado de

regularidade, cuja demonstragao pode ser encontrada em ([18], Teorema B).
17p 2 5 ~ ;
Teorema 3.3. Suponha que (u,v) € (WyP(Q))" € uma solugio do sistema

—Ayu = gi(z,u,v) ;x €
—Ayv = go(z,u,v) ;2 €S
u=v=0 ;x€df)

onde g1, go sao funcoes Caratheodory tais que
max {|g1(z, s, 1)|, |g2(x, s, )|} < C (14 [s|™ + [t[7?)

para 1 < o; <p—1,i=1,2 ¢ (s,t) € R? entio (u,v) € (Cé’a(ﬁ))Q, 0<a<l1. Além
disso, se

max {|¢(z, s,t)|,|g2(z, s,t)|} < C

ent@o H(u,v)H(CL 2 < M(C).

(@)
3.2.1 Principio do Maximo para Sistemas

Os proximos resultados trazem uma relagao entre a hipotese (/') do Teorema 3.2 com

o problema de autovalor. Comegcamos com a definicdo de M-matriz nao singular.

Defini¢ao 3.4. Para 1 < k < N denotamos por By a matriz obtida tirando as (N — k)
linhas e colunas da matriz B. Dizemos que B = (b;;) € uma M-matriz nao singular se

bij <0 parai##7j, b; >0edet By >0paral <k<N.

Sejam \; o primeiro autovalor de (—A,, W, ?(Q)), o1 a autofuncio positiva e de norma
unitaria associada a A;. Seja I = (0;;) a matriz identidade e A = (a;;) uma matriz
arbitraria, definimos

p1,4 = sup F(A)

onde F(A) ={peR:det ((A\y —A\) I —A)#0 VA < pu}.
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O proximo resultado tras uma relacao entre a matriz de um sistema com a propriedade

das solugoes deste sistema, e sua demonstracao pode ser encontrada em [19].

Teorema 3.5. Suponha que p € (1,00), Q seja um dominio limitado em RY cuja fronteira
é de classe C** para algum o < p—1. Suponha também que os coeficientes a;j, 1 <i,j <
N sao constantes satisfazendo a; < 0 e a;; > 0 para it # j. Entdao o problema de autovalor

N

=1
u; =0 ;2 €00
tem uma wma solucao positiva limitada ®; associada com um autovalor A € R se, e
somente se, A = 11 4. Neste caso temos que ®y € unica a menos de um maltiplo escalar
1

positivo, O} = ¢ 1, onde ¢ = (cq, ..., cn) € int(RY) satisfaz (M — pa,a)l — A) T = 0.

Teorema 3.6. ([17], teorema 8) Suponha que a;; > 0 para i # j e g; € LPI(Q). Entao o

problema
N
—Apu; = Z aijluiP?u; + g sz € Q
j=1

satisfaz o Principio do Mdximo se, e somente se, (M1 — A) é uma M-matriz nio singular.

Seguindo o mesmo raciocinio em ([1], Teorema 2.8) pdde-se provar o seguinte resul-

tado.

Teorema 3.7. ([1], teorema 2.8) Sejam fi, fo > 0, ndo triviais e aa + fd > A1, para

a,0>0ea+=1. Seb,c>0, entdo o sistema

—Apuy > alug[P?uy 4 blusPPus + f1 s € Q
—Apuy > clug[Puy + dlusPPus + fo sz € Q
Uy =ug =0 ,xG@Q

nao tem solucao positiva.

Observacao 3.8. Note que, pelo Teorema 3.5, ji1 4 < M (A, +A) para A = (a;;), ai; <0
e a; > 0,4 # j. Logo, devemos ter E(A), F(A) # 0, e sendo E(A),F(A) intervalos
limitados superiormente, seque que \1(A,+A) estd bem definido. Assim, com as hipdteses

sobre Ay e Ay temos que M\ (A, + A;), i = 1,2 estao bem definidos.
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Precisaremos do proximo reultado para provarmos uma estimativa a priori para parte
negativa de uma eventual solugao do sistema (S;). A demonstracao pode ser encontrada

com os detalhes em [29].

Teorema 3.9. Sejam Q um aberto de RY, f € C (2 xR xR) ev € WyP(Q) N C(Q).
Suponha que u € Wy (Q) N C(Q) € uma solugdo de

Apu < g(x,u,v) emll.

Se xg € Q e p € C*Q) sao tais que Dp(xg) # 0, u(zg) = p(xg) € u > @ em uma

vizinhanca de xq, entao

App(z0) < g(w0, u(T0), v(T0)).

3.2.2 O Operador H na forma matricial

O préximo resultado foi motivado pelos casos escalares. A demonstragao segue as idéias
do Teorema 7 e Teorema 9 em [17]. Usaremos este resultado para garantir a existéncia

da primeira solugao para o sistema (.S;).
Lema 3.10. Seja C > 0 dado em (I), entdo o sistema

—Apur 4 Clus[P7?uy = gi(z) ;2€Q
(S) —Apuy + CluglP?uy = go(z) ;2 € Q
U1:U2:O ,l‘G@Q

admite uma tinica solugao u = (uy,us) € (Wol’p(Q))z, para toda G = (g1, 92) € (L=(Q))%.

Além, disso, o operador H : (L>(Q))* — (C’é(ﬁ))g definido por

H(g1,92) = (Hi(g1), Ha(g2))
onde H; : L=() — C§(Q2), dado por H;(g;) = u; se e s6 se u; é solugao de

—Apu; + ClugP~u; = gi(x)

é estritamente crescente e compacto. Se S C (L*())? € limitado na topologia de (LP())?

induzida pelo imersao L () < LP(Q), entdo o operador Hg : S — (C§ (g))2 : g — H(g)

é continuo.
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Demonstra¢ao. Note que podemos escrever o sistema (S,) na forma matricial,

—Ayu=AV,u+G(z) ;2 €
(Sc)

u=0 ;x €N
com A = (ay;), a; = —C e a;; = 0, i # j, Vyu = (Ju|P"2uy, |uslP2us)” e Gz) =
(91(x), g2(x))". Temos que a matriz A\ — A é uma M-matriz nao singular logo, o Passo

1 do Teorema 9 em [17]| garante a existéncia de sub-supersolugao para (Sg).

(Existéncia) Seja A = [¢1, ¢2] um conjunto de funcdes ¢ em (C&(ﬁ))z7 tais que, ¢ < p <
¢9, onde ¢1, P9 sdo as sub supersolugao estritas de (Sg) respectivamente. Considere
Ar = AN By, onde Bg ¢ a bola de raio R em (C&(ﬁ))Q. Pelo fato de ¢1(z) e ¢o(x)
serem sub e super solugdes estritas, uma solu¢io u de (S,) estd no interior de A.

Logo para R suficientemente grande obtemos que
deg (I — P, Ag,0) =1,
onde P: Ap — (C’é(ﬁ))Q é definido por Pu = K (G + AW,u) onde, K : (Lo(Q))* —
(Cs (ﬁ))2 é dado por KG = u se e somente se u = (uy, uy) € solucao de
—Apu=G(x) ;2 €
u=0 ;x €
(Unicidade) Sejam u e v solugoes de (Sg), isto é
([ —Ayu = AVu+ G(x)
A, =AV,v + G(x)
u=v=0
temos que

—A —Av] v \
[+ 22t e - = [ ]2 - 2t )<
Q | Q

Por outro lado, pelo Teorema 7 em [17| devemos ter

—A —A
/ { p_plu + p_plv} [uP — vP] >0
Q (v (o

se u,v > 0, u # kv. Logo, concluimos que u = kv e substituindo em (Sg) vemos

que k= 1.
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Portanto, o problema (S,) é unicamente resoluvel para cada G = (g1, 92) € (Loo())* € 0

operador solucio H : (Ls(Q))* — (Wol’p(ﬁ))2 é estritamente crescente.

2

(Continuidade) Seja {¢"} uma sequéncia limitada em (L (Q2))” e w™ = Hg", logo

—Apw" = AV,w" + ¢g"(x) ;o e

Pelo Lema 3.3 w" € (C’&(ﬁ))z com Hw”H( )2 < M(C). Como a imersido (C’é’a(ﬁ))2

i@
<C’é’5(§))2 é compacta para 0 < 8 < «, passando a uma subsequéncia se necessa-
rio, Hg" — w em (C&’B(ﬁ)>2 logo, H : (Leo(Q))* — ((J&(ﬁ))2 é compacto. Seja
S C (L=(Q))% é (L(€))*limitado na topologia de (L?(Q))? induzida pelo imersio
(L=(Q))* = (LP(R))*. Suponha que Hg : S — (C&(ﬁ))Q nao seja continua, entao
existe uma sequéncia (¢") C S convergindo em (L?(2))” para alguma g € S e tal que
| Hg" — Hg”(cg(ﬁ)f > § para um § > 0 conveniente. Desde que (Hg") ¢ limitada
em (Wol’p(ﬁ))z, passando a uma subsequéncia se necessario, Hg" — u fortemente

em (C§ (ﬁ))2 Passando ao limite em
—AHG" = AV, (Hg" )+ ¢"(z) ;2 €Q Hg" =0 ;2 €00
concluimos que u satisfaz a equagao matricial
—Aju=AVu+g(x) ;2€Q u=0 ;2 €00

e pela unicidade das solugoes, segue que u = Hg. O que gera uma contradi¢ao com

o fato de que 0 < ¢ < liminf | Hg" — ’HgH((jl@)g = 0.
0

3.3 Demonstracao do Teorema 3.1

Nesta se¢do mostraremos que o sistema (S;) admite pelo menos uma solucao, para
isso, faremos uso da teoria do grau de Leray-Schauder. Note que resolver o problema (.S;)

é equivalente a mostrar a existéncia de uma solucao para o seguinte sistema de equacgoes
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) uy = Hy (fr(z, ur, ug) + Clug[P~2uy 4ty + ha)
uy = Ha (fola, ur, ug) + ClugP~2uy + tags + hy)

onde My, Hs sdo dados no Lema 3.10. Além disso, note que o sistema (S") pode ser escrito

na forma matricial

(3.1) u:H(f(x,ul,u2)+\flp(u)+t¢+h>
onde u = (uy, uz), f(z,u) = (fi(z,ur,uz), fo(z, us, uz)),
U, (w) == (Clua[P2ur, Clug[P~2u,)

sendo, tqb = (t1¢1, t2§b2)7 h = (hl, hg)

3.3.1 Observacoes sobre Solucoes de Viscosidade

A proposta para esta subsecao, é enunciar um resultado sobre solugao de viscosidade,
o qual sera usado para obter uma limitacao para parte negativa de uma eventual solucao
de (S;), detalhes sobre a demonstra¢ao e um aprofundamento sobre teoria de solugoes de
viscosidade pode ser encontrado em [14] , veja também [29]. Comegaremos com algumas

definigoes.

Defini¢ao 3.11. Sejam Q C RY aberto, G : S(N) x RN — {0} — R operador continuo e

g uma funcdo continua definida sobre RN x R.
i) u € C(Q) é uma subsolugao de viscosidade de
G (D*u, Du) = g(z,u)
se para cada xo € Q, uma das sequintes condicoes € satisfeita:

- ou existe uma bola aberta Bs(xg) C Q, § > 0, sobre a qual u € constante, u = ¢
e g(z,u) <0, Vo € Bs(zy).
- ou para toda ¢ € C*(Q) tal que (o) = u(xg), ¢ > u em uma vizinhanga de

e Dp(zg) # 0, temos

G (D*¢(x0), Dp(x0)) = g(wo, u(w)).
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ii) u € C() é uma supersolugdo de viscosidade de
G (D*u, Du) = g(z,u)
se para cada xo € ), uma das sequintes condi¢oes € satisfeita:

- ou existe uma bola aberta Bs(xzg) C Q, 6 > 0, sobre a qual u € constante, u = ¢

e g(xz,u) >0, Vo € Bs(xo).

- ou para toda p € C*(Q) tal que p(xg) = u(xg), p < u em uma vizinhanga de xg
e Dp(zg) # 0, temos

G (D*¢(x0), Dp(x0)) < g(wo, u(w)).

iii) u € C(Q) € uma solugao de viscosidade se é ao mesmo tempo sub e supersolucio de

viscosidade.

Para o caso de sistema, temos a seguinte definicao de solugoes de viscosidade:

Definic¢ao 3.12. Sejam Q C RY aberto, G : S(N) x RY — {0} — R operador conlinuo e g
uma fungdo continua definida sobre RY x R™. Dizemos que u = (uy, ..., uy) € C (2, R™)

€ uma solucao de viscosidade do sistema

G; (D?u;, Du;) = gi(w,u) em

1=1,....m
se para cada i € {1,...,m}, u; € solugao de viscosidade da equagao
G (D2ui, Dui) = gi(z,u)

O proximo teorema serd 1til para obtermos estimativas a priori para a parte negativa

de uma eventual solucao de (S;), a demonstragao pode ser encontrada em [29].

3

Teorema 3.13. Seja u e C (Q,Rm) uma supersolucao de viscosidade do sistema

Apul- + Zaiﬂﬂp(uj') = fz([L') - € Q
j=1

1=1,....m
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onde f = (f1, fay s fm), com fi € LN(Q)NC(Q) e A = (a;;) € S(m) satisfaz a;; > 0 para
todo i # j e Zaij < 0 para todo 1 = 1,...,m. Entao

j=1
=

LN (Q)

_ igf {min{uy, ..., un}} < s(;g) {mam {(ul)_, s (um)_}} + Cdiam() Hﬂ

sendo f = max {rif )

3.3.2 Resultados Auxiliares

Mostraremos que a equacao matricial (3.1) tem pelo menos uma solugao para algum ¢ e
para isso, precisaremos dos proximos resultados que sao adaptacoes para o caso matricial

dos resultados em ([21], Lemas 1 e 2).

Lema 3.14. Para cada Ry > 0 dado, existe um nimero real T = T'(Ry) tal que

(3.2) v H <T (f(x,v)+@p(v)+t¢+h))

para toda v € (C’&(ﬁ)f com |]v+|\( 2= Ry, V1 €[0,1], Vt < Te, onde e = (1,1).

C3 (@)

Demonstragio. Suponha por absurdo que exitam sequéncias {v"} C (C& (ﬁ))2 com

H(“n)+H(cg(ﬁ>)2 =,

{m.} C[0,1] e {t"} C R? t? — —o0, i = 1,2, tal que
(3.3) v =H (7 (Sl 0") + Ty(o") + 70+ 1) )
usando a hipdtese (I) obtemos,

filw, s1,82) + ClsiP2s; < ClsilP2s; + | filw, 51, 52)]
< ClsiP 25 + C + Cls1[P7! + COlsofP !
=C + C|Si’p71
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para s; < 0. Assim, para a sequéncia v" temos

™ (f(x, 0" + W, (0") + " + h) < T (f(;z:, (V™)) + Tp(u™)F + C + Cle) TP+ 170 + h)

< 1M +t"¢+h) < M +t"¢ + h.

onde, M = (My,My) =  max [f(a;, (")) + T, ((0")F) + C + C’|(v$)+|p*1] Se-
zeQ,(v*)*t€[0,R1]?
gue que

V" <H(M +t"p+ h)

Seja w™ = H(M +t"¢ + h), ou seja w" satisfaz
— A" + U, (w") = (M + "¢ + h)

Defina s™ = (s7, s%) tal que t" = (|s}[P~2sT, |s5|P~2s3), assim

_A(si) _| <1§7§):<t” +¢ +t")
0, (5) + 12 = (B + 00+ 28)

Logo, (%—Hﬁ—kt%) = (]y—{}—i-gbl—i- ?ﬁ, T +9252+ ) — ¢, quando t]' — —oo. Pelo
Lema 3.10 temos que H é fortemente crescente e continuo, logo

wn
— H(le, ¢2)

Sn

de onde segue que w™ < 0. Logo (v")* = 0, contradizendo o fato de que [|(v"
R,. O

)+||(Cé(ﬁ))2 =

O seguinte corolario é uma consequéncia imediata do teorema que vem em seguida, e

cuja demostracao sera feita adaptando as idéias de [28|.

Corolario 3.15. Sejat = (ty,t2) € R?, t; <0, 1= 1,2 fizo. Entao existe Ry > 0 tal que
(3.4) v H (T (f(a:,v) 0, (v) +tgb+h>>
para toda v € (C’&(ﬁ)) com ||v~ H( @) = = Ry, V7 € ]0,1].

Teorema 3.16. Seja t = (t1,t3) € R, t; <0, i = 1,2 firo. Seu € (I/Vol’p(ﬁ))2 é uma
solug@o da equagao (3.1), entio existe M > 0 tal que HU_H(LOO(Q))2 <M.
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Demonstracao. Seja (uq,us) uma solugao da equagao (3.1), temos que
Apui + fi(,ur,u9) = —tidg — hy < —ti ||| o + [[Pill oo < 124,

onde my, = max; {—t; ||¢:ll . + kil }, © = 1,2. Usando o fato de que f; é quase-

mondtona, temos que

il ur, —uy) < filz,ui,ue) e folm, —up,u) < fo(, ur, ua),
logo
Apuy <my, — fi(z,ur, —uy ) em Q
(Smti) Apug <my, — folz, —uy,ug) em Q
uy = ugy = 0 sobre 0N
Mostraremos que (u1,ug) é supersolugao de viscosidade de (S, ). Seja xo € Q qualquer.
Se u; = k constante em uma vizinhanca Bj(zq) de xq, segue que my, — fi(z, k, —uy ) >
Apuy = 0em Bs(zg). Se uy ndo é constante em uma vizinhanga de zg, considere ¢ € C*(Q)
tal que Dp(zg) # 0, p(xg) = ui(x), ¢ < u; em uma vizinhanca de zo. Entdo pelo

Teorema 3.9 segue que

App(zo) < my, — fi(wo, ui(20), —uy (20)).

Fazendo demonstragao analoga para us obtemos que (ug, us) é supersolucao de viscosidade

de (S, ). Além disso, como —u; <0,7=1,2e fi(z,0,0) = 0, segue que
my, — fl(xvoa _u§> > 0 y My, — f2<x7 _UI70> > 0

logo, (0,0) & supersolugao de viscosidade de (S, ). Como o infimo de duas supersolugoes
de viscosidade é supersolu¢ao de viscosidade, temos que w = min{(0,0), (u1,us)} =
(—uy, —uy) & supersolugao de viscosidade de (S, ).

Agora provaremos que (—u;,—u5 ) é supersolugao de viscosidade de

Apuy + any(ur) + arnth,(ug) = my, + by em €
Apug + anthy(ur) + a,(ug) = my, + by em Q
u; = uy = 0 sobre 0N)
De fato, seja xy € ) arbitrério. Se —u; = k constante em Bj(zg), temos pela hipotese

(IV') e pelo fato de que (—uj, —uy ) é supersolugao de (S, ) que

my, + by — anp(k) — aroy(—uy ) > my, — fi(z, —uy, —uy ) >0 em Bs(x).
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Suponhamos que —u; ndo é constante em uma vizinhanga de ¢, considere p € C*(Q)
tal que Dg(zg) # 0, ¢(zg) = —uj(x0), ¢ < —uj em uma vizinhanca de zo. Como
(—uy, —uy) € supersolugao de (S, ) e pela hipotese (IV) segue que

AP90<x0) < me, — fl(xov _UI($0)7 _u5($0)) < my, + bl - an%(k) - a12¢p(‘“5)

Precedendo de forma analoga para a segunda equacgao obtemos a afirmacao.

Dessa forma, pelo Teorema 3.13 temos que
1
— igf {min {—uy, —uy }} < Sup {maz {(—uy) ", (—uy) "} } + Cdiam(Q) ||my, + bill vy

Como (uq,uz) é solugao do sistema (S;) temos que u; = us = 0 sobre 9. Além disso,

—igf {min {—ul_, —u;}} = —igf {—mcwc {uf,u;}}
= Slfllp {maz {uy,uy }} = HU_H(LOO(Q))2

3.3.3 Conclusao da Demonstracao do Teorema 3.1

Dado R; > 0, fixemos t < T'(R;)e com T(R;) dado pelo Lema 3.14 e considere Ry > 0

garantido no Coroléario 3.15. Considere o conjunto
A {U & (@) o gy < B I gy < RQ}

Note que A é um conjunto aberto em (Cj (ﬁ))2 contendo 0. Pelo Lema 3.14 e Corolério

3.15 temos que
v#EH (7‘ <f(x,v) + \Tfp(v) +top+ h)) Vv € OA,
Logo, pela invariancia homotopica do grau de Leray-Schauder segue que
deg (1 H (f(x,v) T, (0) + th + h) ,A,o) — deg (I, A,0) = 1.
de onde segue que existe v € A tal que

( ,0) + U, )+t¢+h>

e portanto, existe t = (t1,t2) < T(Ry)e tal que o sitema (S;) possui pelo menos uma

solucao.
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3.4 Existéncia de subsolugao para (S;)

Nesta secao, comecamos com um resultado a respeito da existéncia de subsolucao para
o sitema (.S;) e cuja demonstragao pode ser seguida também em [29]. Em seguida, faremos

para o caso de sistema o método da sub-supersolucao.

Proposigdo 3.17. Para todo w = (wy,wy) € (C&(ﬁ))Q, t = (t1,ty) € R?, existe u =
(u1,u9) € (C’é(g))z subsolugao de (S;) tal que u << w.

Demonstracao. Sejam w € (Cé(ﬁ))Q, t = (t1,t2) € R? fixos, mas arbitrarios. Seja u €
(Cs (ﬁ))2 solugao de

—Aju =AY, (u) —die+tp+h, em Q u=0 sobre 0.

onde sem perda de generalidade tomamos d; > 0 grande o suficiente para —d, +t;¢; +h; <
0, i = 1,2. Note que, desde que —d; + t;¢; + h; € LPI(Q), Ay é uma matriz cooperativa
e A\I — A; € uma M-matriz nao singular, a existéncia de tal solucao é garantida pelo
Teorema 3 de [9]. Além disso, podemos tomar d; grande o suficiente para que u << w.

De fato, seja {d}} sequéncia tal que d} — oo(sem perda de generalidade assuma que

d? > 1) e {u™} uma sequéncia de solugoes de

(3.5) —Apu" = AV, (u") —die+tp+h, em Q u" =0 sobre OS2
Logo, se v" = ¢ — = ot — Y2 — |, entao v™ é solugao de
@ @ (@i
tigr +
— Ay = any(vy) + anathp(vy) — 1+ szl— ;x € Q
Lo +
—Apvy = any(vy) + agy(vy) — 1+ % ;€ Q)
1
v =v) =0 ;x €00
Agora, note que
2 t.¢. + h,;
Z aijtp (v 14+ < Mi(]v?|p_1+|vg|p_1+1) para i =1,2,

pu di

com M; = M;(az, a2, t;, ¢i, h;). Pelo Teorema 3.3 temos que (v, vy) € (C’l"“(ﬁ))2 para

algum 0 < a < 1, e H(U?,U?)H( )2 < M(M, Ms). Logo, pela imersdo compacta

cLe(@)
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(Cl”ﬁ(ﬁ))2 — (Cl’a(ﬁ))Q, 0 < B < a temos que, a menos de subsequéncia, (v}, v5) —

(v1,v9) em (C’l’ﬂ(ﬁ))Q. Pelo Lema 0.7 segue que (v, v3) — (v1,v9) , a qual é solucio de

—Apvr = an1p(v1) + arep(v2) =1 ;2 € Q
—Apvg = anPp(v1) + any(vs) =1 ;2 € Q
v =vy=0 ;z €00
Pelo Principio do Maximo 3.6 segue que v; < 0, ¢« = 1,2. Considerando cada equacao
separadamente e sabendo que a;; > 0 para ¢ # j, obtemos, aplicando o Principio do
Maximo de Vazguez com ((s) = —a;1,(s) para a i—éiima equacao, i = 1,2, que v << 0.

ouy <0 ouy
" Ov

i

U .
Como v" = — — v << 0, temos que u;' <0, < 0 e ainda — —00

(dn)7—T ov ov

quando n — oo.

o ow,
ov ov

. Seja ng = max {ny,na} e

Sendo w;,u? € CE(Q), temos que existe n; € IN tal que u}* < w; e
Ouy? _ Owy
v v

tal que di° > by, onde by é dado pela hipotese (IV). Entao, como (u}®,us") é solugao de

Analogamente existe ny € IN tal que us? < wy e

(3.5) temos para i = 1,2,

2
—Apu® =Y iy (uf°) — U° + tigi + by
j=1

2
< Z aijp(ui®) — b + tigi + Iy
j=1
< filw,u™) + tid; +
isto & u = (u}®,u5°) é subsolucao de (S;) que satisfaz u << w. O

O préximo resultado é o método de sub e supersolucao para sistemas.

Teorema 3.18. Sejam u,u € (Cl(ﬁ))2 sub e supersolu¢io de (S;) respectivamente tal
que u < em 2, comu <0 < 7w sobre 0. Entao existe u € (C’l(ﬁ))2 solugao de (St)

tal que u < u <uw em Q e u =0 sobre 0f).
Demonstrag¢ao. Consideremos os operadores

Nt (CUD) = (L5 e T+ (L) — (@)’
definidos para cada ¢ = 1, 2, por

Ni(v) = (N1(v), Na(v)), onde Ni(v) = fi(w,v) + olvil"*v; + tigys + hi
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e T(v) = (T1(v), Ta(v)) = (w1, ws) se, e somente se, (wy,ws) é solucao de

—Apywy + ol PPy = vz €Q
—Apwsy + o|lweP 2wy = vy jx €Q
w; =wy =0 ;2 € 0N
Definimos também Q : (Cg (ﬁ))2 — (C) (ﬁ))2 por Q; =T o N..Temos que u e ponto fixo
de Q; se, e somente se, u é uma solugao de (5;), utilizando o Teorema 3.3 temos que Q)

é compacto. Considerando
B— {u e (CY@) : ulr) < u(x) < ﬂ(x)} ,

temos que B é um conjunto fechado e convexo. Ainda, por principio de comparagao, (I1)
e (I11) temos que Q,(B) C B, e pelo Teorema 3.3 Q;(B) é limitado. Assim, pelo Teorema
do Ponto Fixo de Schauder existe u € (C’é (ﬁ))2 o qual é ponto fixo de @, ou seja, existe
u € (C’&(ﬁ))Z solucdo de (S;) tal que u <u <wem . O

3.5 Estimativas a Priori

A seguinte proposicao pode ser obtida diretamente do Teorema 3.16 tomando-se ¢t =

—C()G.

Proposicao 3.19. Seja Cy € R fizo. Existe M = M(Cy) > 0 tal que se u é uma solugdo
de (S;) para t > —Cye, entdo |Ju™ | < M.

Uma consequéncia da Proposicao 3.19 é o seguinte resultado a respeito da norma

(L>(Q))? de w.

Teorema 3.20. Para todo ty € R, existe R > 0 tal que o problema (S;) nao possui solug¢ao

u com norma ||ul| > R para t > tye.

Demonstra¢io. Suponha por absurdo que {u"} é uma sequéncia de solucoes de (Si») com

0 < ||u™| — 400 onde {t"} é uma sequéncia tal que t" > tge. Defina w™ = (w},wh) =

uy  uy
R AR

(3.6) —Ap(wy) = —+— bt —
[ e [ [

i=1,2.
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Pelo Teorema 3.16 temos que ||(u”)~|| < M, logo ||u™]| = ||(u™)"|| para n suficientemente
grande. Como f; é quase-monotona e pelas hipoteses (V) e (IV) temos que existe uma

constante C'; > 0 tal que

fl(:uu?aug) > fl(xaurlla _M) — Cl > f1(l', (U?)+,O) — 0(1) H(un)Jer_l _ Cl

> e (uf) TP = by — o(1) [Ju [P — Cy

oz, ult ul) > folz, —M,ul) — Cy > fo(z, 0, (uy)™) — o(1) H(un>+Hp—1 e

> cro|(us) Pt = by — o(1) [l — O

Por outro lado, usando a hipotese (I) temos que existe constante Cy > 0 tal que,

filz,uf,uf) < C (L4 [uf Pt + [us|P ™) + Co

Logo, obtemos

cul (i) Pt = by —o(1) w77 = Cr < filw,ut,ug) < O (14 |uf P+ ugPh) + Cy

€,

cra|(uf) Pt = by — o(1) WP = C1 < folw,uf up) < C (14 [up P+ [up ) + Cy

Entao,
(3.7)
n|p— b2 Cl fl(l.’un’un) n|p— — 02
CulwiP™ — =g —o(1) = ——g < =2 SO (L [l P+ [us P + o
[[u]] [[un]] [[un]] [[ur]]

€,
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(3.8)
Cy

[

by Cl fQ(ﬂ?,’U/?,’U/g) n|p— n|p—
a0 " e = gt S C (AT T

Cra|wy [P~ —

fi (ZL’, u?a ug)

| T |

em WP (Q). Pelo Lema 0.6 temos que —A,(w!) é limitado em W17 (Q), e como
h; n

H :L(”?—l tende a zero, segue que é limitada em W‘l’pl(Q). Logo, a sequéncia o [ il
u

é limitada e passando a uma subsequéncia se necessario, podemos assumir que converge

logo, segue que a sequéncia { } é limitada em LPI(Q) e portanto, ¢ limitada

apara algum p; > 0, i = 1,2. Por outro lado, temos que o operador K : Lp/(Q) — Wol’p(ﬁ)

é continuo e compacto, de onde segue que a sequéncia,

’ e e e

(39) w” = K f,(m,u?,ug) ti ) hi

possui uma subsequéncia fortemente convergente para algum w;, com ||w;|| = 1, em
WyP(Q), i = 1,2. Consequentemente, usando v € W, (€),1 > 0 como funcio teste em
3.6 e as hipoteses (V) e (IV), temos

" fi(z,uy, ub) h
[ wuipevurvs - [ e+ /” g 1¢1w+/ﬂ||un||lpm

> [ <cﬂr<u1> 7+ eanl ()P — by — o(1) H(u”)*\|p‘1)

[

ha
ATy ATt

e passando ao limite para n — +o00,

/!Vw1|p2Vw1V¢2/(6n|w1 P2w + cra|wy P2 +)¢+/¢1p1¢
Q Q Q

Fazendo o mesmo raciocinio para wf, obtemos que (wy,ws) é solucao de

+|p w1 —|—012|w ’p 2 ++p1¢1 ;.CEEQ

—pr2 > c21]w1 |p 2 —|— 022|w2 ’p 2 + + pg(ﬁz L S Q

_prl > C11 ”LU

U)1:UJ2:0 ,xE@Q
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Mostremos que w; > 0, para ¢ = 1,2. De fato, suponha que existe x; € €2 tal que
wi(z;) < 0. Como w; € C(Q), considere ; = w; ! ((—00,0)) e ; C Q; a componente

conexa que contém x;. Assim, para i # j temos que

—Ayw; > cij|lw PPwl 4 pigs sz € Q
w; =0 ;x €08
Pelo principio do maximo temos que w; > 0 em ();, o que é uma contradicao com a
defini¢do de ;. Assim, nao existe x; € € tal que w;(z;) < 0 e portanto v; > 0, para
i =1,2. Como w; > 0, segue da hipotese (IV') e principio do maximo de Vazquez que
w; > 0, para ¢ = 1,2. Por outro lado, pelas defini¢ées de £(As) e A (A, + As) temos que
0 € E(Ay) e assim 0 < A\ (A, + Ay), o que contradiz a hipotese (IV). O

Devido ao Teorema 3.20 obtemos as seguinte estimativa a priori na norma (Cl(ﬁ))

de uma eventual solu¢ao de (Sy).

Teorema 3.21. Dado t° € R?, ezistem FLE > 0 tais que para todo t° <t < Re, se u é

uma solugao de (S;)entao ||u||(c1 » < R.

@)
Demonstragdo. Dado t° € R?, defina Cy = max {(#?)~, (t3)"} > 0. Segue do Teorema
3.20 que para todo t > Cpe, se u é uma solucao de (S;) entdo ||u|| < R. Por outro lado,

como u & solugdo de (S;) temos

—Apuy = fi(z,ug, ug) + 191 + hy, ;2 €Q
—Ayuy = folx,ur, ug) +tagpo + ho, ;1€ Q
U1:U2:0 ,xE(?Q

como (uy,us) € [—M, R]*> com M garantido no Teorema 3.16, |f;(x,ui,us)| < R; para
(z,u1,up) € QAx[~M, R]x[-M, R], i = 1,2 e entiio temos que d;(x, uy, us) = f;(z,u1, us)+

t;¢; + h; € uma funcao de Caratheodory que satisfaz
(i, ur, u2)] < Ri+ R |6l o + 1l < Co.

Pelo Teorema 3.3, u € (Cl’a(ﬁ))2 para0 < a <1le HuH( . < M(C,). Portanto

<R O

L (@)

existe R > 0 tal que HUH(Cl@))

Com o auxilio dos resultados anteriores, provamos o seguinte resultado:
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Lema 3.22. Eziste R > 0 tal que o problema (S;) ndo possui solugio para t > Re.

Demonstragao. De fato, considere t° = (0,0), e seja R > 0 dado pela Teorema 3.20, se
u é solugdo de (S;) para t > t% grande o suficiente, entdao ||u|| < R, e por argumentos

de regularidade garantidos no Lema 0.8, segue que [[ul| 1)z € limitada. Por outro lado, u

7 2
resolve em <W‘1’p (Q)) a equagao vetorial,
—Apu = f(x,u) +to+h

!/ 2
onde os termos —Ayu, f(z,u) sao limitados em (W‘Lp (Q)) . Consequentemente, obte-
mos que o conjunto dos parametros ¢ para os quais o problema (S;) tem solugao é limitado.

Isto é, existe R € R tal que o problema (S;) ndo tem solucdo para t > Re. [

3.6 Demonstracao do Teorema 3.2

Nesta secao, utilizando a teoria do grau de Leray-Schauder junto com o que j4 foi feito

em secoes anteriores, demonstramos o Teorema 3.2. Denotemos

V={(y,y2) €R?: (y1,y2) = At1,t2),t1 #t2 , NER}

onde (t1,t2) é o vetor para o qual o sistema (S;) tem solugao(ver subsecao 3.3.3).

Para cada y € ), consideremos o conjunto
S={seR:(Syts) tem ao menos uma solugdo}

Notemos que, pela que foi feito na Se¢ao 3.3 temos que S # 0, e pelo Lema 3.22, S é
limitado superiormente. Além disso, segue da Proposicao 3.17 e do Teorema 3.18 que, se

t € S entao s € S para todo s < t. Defina, para y € ),
v*(y) =supS.

Afirmamos que a aplicacdo y — v*(y) é Lipschitziana.
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De fato, dados y,z € Y com y # z, consideremos Y*(y) = y + v*(y)e e T*(z) =
z + v*(2)e. Mostremos que T*(y) £ T*(z) e T*(z) £ T*(y). Suponhamos por absurdo
que T*(y) < T*(z), entdo existe € > 0 tal que y + v*(y)e + ee < z + v*(2)e, isto é

(3.10) y+v(y)e+ %e < z+v'(z)e— %e

Como z + v*(2)e — 5e < T*(2), (Sz4ux(z)e—ge) POssui solugdo, e por (3.10), (Syyv-(y)etge)

tem solu¢do, o que contradiz a defini¢do de v*(y). Da mesma forma provamos que Y*(z) £
T (y).
Assim, existem 7, j € {1,2} tais que

yi 0 (y) > 2z +0(2) e y; Fut(y) <z +ut(2)

Entao

v (2) — v (y) <y — 2z < |y — 2|

Ui(y) = v (2) < 7 — gy < Jy — 2]
Portanto, |v*(y) — v*(z)| < |y — 2| como queriamos. Defina
T ={y+v(ye:yel}.
Temos que Y* é uma curva Lipschitziana que divide R? em duas componentes
L={y+se:s<v(y),yeV} e N={y+se:s>v"(y),y€V}.

Prova de i) Segue da defini¢do de S e v* que se t € L, entdo (S;) tem pelo menos
uma solu¢ao. Agora, se t € T* t = y* + v*(y*)e, para algum y* € ). Pela defini¢ao de
v*(y*) existe {t"} C R tal que t" — v*(y*) e (Sy+44me) tem solucdo u”™. Sem perda de
generalidade, suponhamos que " é crescente. Como u™ é solugdo de (Sy«yme), para todo

v € W (9),

Pela hipotese (), Teorema 3.21 e Lema 3.22, com t° = y* +tle (¢! ¢ o primeiro elemento

da sequéncia), temos, para i = 1,2,
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i ) + (] + 1) 65l < C (U PPt ) = [+ 2]l + 1
<C(LH R ) 4 (B 1) o+ il < O,

Logo pelo Teorema 3.3 segue que {u"} é limitada em (C’é’o‘(ﬁ))2 e assim possui uma

N2
subsequéncia convergente u"™* — u* em <C’S7’B(Q)> , 0 < B < a. Dessa forma, tomando o

limite quando ny — oo em (3.11) obtemos

Q Q

isto é, u* é solucao de (S;). Portanto (S;) tem solucdo para t € T*.

Prova de ii) Mostremos que para todo t € N, o problema (S;) ndo tem solu¢ao. De
fato, se t € NV, existem y € YV e s > v*(y) tais que t; = y; +s. Como s > v*(y), segue que
(St) = (Sy+se) nao tem solugdo pela definicao de v*(y).

Prova de iii) Fixemos s < T(R;) com T(R;) dado no Lema 3.14 e seja v, = T(Ry),
pela defini¢do de v*(y) tem-se que v, < v*(y). Defina

T.={y+uve:ye)}.
Temos que T, divide £ em dois conjuntos
M={y+se:s<v,yeP}, O={y+se:v,<s<v*(y),y €V}

Pelo Teorema 3.21, existe R > 0 grande o suficiente tal que se w0 é solucio de (Sy), com

"=y’ +teet € [s,v* + 1] entdo HutOH( > < R. Além disso, podemos tomar R > 0

@)
grande de forma que A C By, sendo By a bola em (C& (ﬁ))2 e A o conjunto definido na
Secao 3.3. Note que up é solugdo de (Sp) se e somente se wo € ponto fixo do operador

compacto H,ov = u, onde u é uma solucao do sistema matricial

—Ayu+ \T/p(u) = f(z,v) + CI/fp(v) +t% 4+ h, ;x €
u=0 ;x €00
Consideremos a seguinte homotopia admissivel,

2

H:[s,v" +1] x B = (C;()", H(t,u) =Hyotie)u.
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entao,

deg<l - H(yo—i-te)a Bﬁv O) = deg(I - H(yo-f—(v*-‘rl)e)a Bﬁv O) = 0.

pois, pela definigao de v*, H o4 (,++1)e) A0 possui ponto fixo. Usando agora a propriedade

da excisao do grau de Leray-Schauder, segue que

deg(I - H(yo—i-te)a BE — A, 0) = deg(j - H(yo—l-te)) Bﬁa 0) - deg(j - H(y0+te)> A, 0) =—1,

Portanto, o problema (S;,0) possui outra solu¢do que nao pertence a A. Logo, se t¥ € M

o problema (S;0) possui pelo menos duas solugdes distintas.



APENDICE A

IDENTIDADE DE PICONE

O Seguinte resultado é conhecido como identidade de Picone para p > 1. Para maiores

detalhes sobre a demonstragao veja [1].

Teorema A.1 (|1],Teorema 1.1). Sejam v > 0, u > 0 diferencidveis. Defina

u? up~t 9
(A.1) L(u,v) = |VulP + (p — 1)E]Vv\p P Vu|VolP~*Vu
e7
p
(A.2) R(u,v) = |[Vuf’ =V (vzl) |Vo|P~?Vo

Nestas condi¢oes, L(u,v) = R(u,v).Além disso, L(u,v) >0, e L(u,v) =0 q.t.p em § se
e somente se V(E) =0 ¢q.t.p em Q.
v

p

u
Demonstracao. Note que basta desenvolver V ( =,
-

) para ver que L(u,v) = R(u,v).
p q
O resto da demonstracao segue da desigualdade de Minkowski af < ﬁ + ﬂ com
p q
\Y
a=|Vu| e (u| U’)p_l, onde — + — = 1.Mais especificamente, temos
p q

P

-1 ) uP
T Vol Vol [Vl + (p = 1) Vol

1
L(“?”) = |vulp _p’l)
up™?

+p |Vv|p_2 [|Vv]|Vu|] — VoVu] .

pp—1

o8
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Suponhamos que L(u,v)(xzg) = 0, e u(xg) # 0, entdo devemos ter |Vv||Vu| = VoVu
e |Vu| = (%)|VU\, isto é, Vu = (%)VU ou V(%)(mo) = 0. Consideremos agora S =
{z € Q:u(x) =0}, entdo segue que Vu = 0 q.t.p x € S, e V(%) =0qtpaz € S,
portanto concluimos que V(%) =0 q.t.p x € Q e como consequéncia u = kv para alguma

constante k. [



APENDICE B

GRAU DE LERAY-SCHAUDER

Apresentaremos aqui alguns resultados e propriedades do Grau de Leray-Schauder.

Comecaremos com a sua definigdo. Para maiores detalhes veja por exemplo [6].

Definicao B.1. Sejam 2 um aberto limitado, B espago de Banach tal que Q2 C B e

K : Q — B aplicacdo continua.
(i) Dizemos que K ¢ compacto se K(Q) € relativamente compacto, isto ¢, K(Q) é com-
pacto.

(i3) Dizemos que ® = I — K : Q — B é uma perturbagio compacta da identidade quando

IKC € compacto.

Lema B.2. Sejam K : Q — B wm operador compacto, ® = I — K uma perturbacio
compacta da identidade e b € B — ®(0S2). Entao,

(1) ® € uma aplicacao fechada, isto é, a imagem por ® de um fechado é fechado.

(1)) ® € uma aplicaciao propria, isto €, a imagem inversa por ® de um compacto €

compacto.

(i) Seja r = dist (b, ®(0Q)) > 0. Eziste uma aplicacio K, : Q — B de posto finito tal
que || = K,|| < 3.
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Definicao B.3. Seja r = dist (b, ®(9Q)) > 0, tomemos ®, = [ — K,, onde K, : Q@ — B

de posto finito tal que ||® — ®,|| = || - K,|| < 5. Note que dist (b, ®,(92)) > § > 0.

Definimos,

deg (I — KC,Q,b) :==deg (I — K,,,b).
Daremos agora algumas propriedades do grau de Leray-Schauder.

(G1)[Continuidade do Grau| Sejam ® = I — K : Q — B uma perturbacdo compacta,
existe uma vizinhanca U de K no espago dos operadores compactos K (2, B) tal que

para todo S € U temos,

b (I—9)(09)e deg (I —S,0,b) =deg (I —K,Q,b).

(G2)[Invariancia por Homotopia| Seja H € C' (ﬁ x [0, 1], B) dada por
H(z,t) =z — K(x,t),

onde K : Q x [0,1] — B é compacto. Se b ¢ H(OQ x [0,1]) entdo deg (H(.,t),,b)

& constante para todo ¢ € [0, 1].
(G3)[Normalizacio| Seja I a projecdo canonica de Q em B, isto ¢, I(z) = z, entdo

1 50€Q
deg (1,Q,b) = _
0 ;0¢Q
(G4) Se b ¢ ®(Q), entdo deg (®,€,b) = 0.
(Gbh)|Existéncia de Solugao| Se deg (P, 2, b) # 0, entdo existe xg € €2 tal que ®(zg) = b.

(G6)[Excisao] Seja K um fechado contido em Q tal que b € ®(K). Entdo,

deg (®,9Q,0) = deg (¢, — K, b).

O Seguinte resultado é uma generalizacao do teorema do ponto fixo de Brouwer para
espacos de dimensao infinita. Para maiores detalhes sobre a demonstragao veja por exem-

plo [12]
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Teorema B.4. Sejam B um espaco de Banach e K C B convexo e compacto. Se F' :

K — K € uma aplicacao continua entao F admite ponto fixo.

Demonstra¢io. Sendo K compacto, para todo € > 0 podemos cobrir K com N (e) boloas
abertas Bc(zy), k = 1,..., N = N(¢). Denote por K, a envoltoria convexa de xy, e considere
a aplicacao I. : K — K, dada por

> dist (2, K — Be(;)x;)

I(z) = S dist (2, K — B(z;))

temos que I, estd bem definida e é continua, além disso para todo r € K

_ > dist (z, K — Be(x;)(x; — x))
> dist (2, K — Be(z;))
S dist (z, K — Be(;))|z; — x| <.
= S dist(e, K — Bo(w)

[Le(z) — =

Defina a aplicacao F, = I. o F'. Temos que F, : K, —: K, tem ponto fixo z.. Passando a

uma subsequéncia se necessario podemos assumir que z. — g, logo
[Fe(ze) — x| = [Fe(we) — I (F(x))| < e
sendo F' continua, fazendo € — 0 temos que xg é ponto fixo de F. [

Como consequéncia do teorema anterior temos

Corolario B.5. Sejam B um espaco de Banach e K C B convexo e fechado. Se F :

K — K € uma aplicagio continua tal que F(K) € pré-compacto, entdao F admite ponto

fixo.

Demonstragcao. Basta aplicar o teorema anterior ao seguinte conjunto convexo-compacto

K= Fecho da envoltéria convexa de F(K). O



BIBLIOGRAFIA

[1]

2]

13l

4]

[5]

[6]

7l

8]

Allegratto, W.; Huang Xi,Y. A Picone’s identity for the p-Laplacian and applications.
Nonlinear Analysis, Theory, Methods and Applications., v.32, n.7, p. 819-830,
1998.

Ambrosetti, A.; Prodi, G. On the inversion of some differentiable mappings with
singularities between Banach spaces. Ann.Mat.Pura Appl, v.4, n.93, p. 231-246,
1972.

Amann, H.; Hess, P. A multiplicity result for class of elliptic boundary value problems.

Proc. Royal Soc. Edinburgh, v.84(A), p.145-151, 1975.

Arcoya, D.; Ruiz, D. The Ambrosetti-Prodi problem for the p-Laplacian operator.
Comm. Part.Diff. Eqns, v.31, p.849-865, 2006.

Arias, M.; Cuesta, M., A one side superlinear Ambrosetti-Prodi problem for the

Dirichlet p-laplacia, J. Math. Anal. Appl, v.367, p.499-507, 2010.

Berestycki, H. Methodes topologiques et problems aux limites non lineaires. (Tese de

Doutorado), Soutenue, These de Docteur, Franca, 1975.

Berestycki, H.; Lions, P. Sharp existence results for a class of semilinear elliptic

problems Bol.Soc.Bras.Mat, v.12, n.1, p.9-20, 1981.

Berger, M.S.; Podolak, E. On the solution of a nonlinear Dirichlet problem Indiana
Univ.Math.J, v.24, p. 837-846, 1975.

63



[9] Boccardo, L.; Fleckinger, J.; De Thelin, F. Ezistence of solution for some nonlinear

cooperative systems. Diff. and Int. Eqns, Vol. 7, p.689-698, 1994.

[10] Bony, J.M. Principe du mazimum dans les espace de Sobolev C.R. Acad. Sci. Paris
Ser, v.265(A), p. 333-336, 1967.

[11] Chang, K.C. Ambrosetti-Prodi type results in elliptic systems. Nonlinear Anal, v. 51,
n.4, p.553-566, 2002.

[12] Chipot, M. Elliptic Equations: An Introductory Course. Birkhduser Advanced Texts,
20009.

[13] Dancer, E. B. On the ranges of certain weakly nonlinear elliptic partial differential

equations. J. Math. Pures Appl, n.57, p. 351-366, 1978.

[14] De Figueiredo, D.G.; Sirakov, B. On the Ambrosetti-Prodi problem for non-
variational elliptic systems. J. Differential Equations, v.240, p.357-374, 1994.

[15] De Morais Filho, D.C. An Ambrosseti-Prodi-type problem for an elliptic system
of equations via monotone iteration method and Leray-Schauder degree theory

Abstr.Appl. Anal. v.1, n.2, p.137-152, 1996.

[16] De Paiva, F.O.; Montenegro .M. An Ambrosetti- Prodi- Type Result for a Quasiline-
arNeumann Problem. Procedings of the Edinburgh Mathematical Society, v.55,
p.771-780, 2012.

[17] Fleckinger, J.; Hernandez, J.; De Thelin, F. On mazimum principles and existence of
positive solutions for some cooperative elliptic systems. Diff. and Int. Eqns, v.8,

p.69-85, 1995.

[18] Fleckinger, J.; Manasevich, R.F.; De Thelin, F. Global Bifurcation from the first
eigenvalue for sistem of p-Laplacians. Math. Nachrichten, v. 182, p. 217-241,
1997.

[19] Fleckinger, J.; Takac, P. Uniqueness of positive solutions for nonlinear cooperative

systems with p-Laplacian. Indiana Univ. Math. J, v.43, n.4, p.227-253,1994.

[20] Giacomoni, J.; Prashanth S.;: Sreenadh, K. Multiple positive solutions for N-Laplace
equation with nonlinear Neumann boundary conditions. Differential and Integral

Equation, v. 23, n. 3, p.201-222, 2010.

64



[21]

[22]

23]

[24]

[25]

[26]

27]

28]

[29]

[30]

[31]

32]

Hess,P. On a Nonlinear Elliptic Boundary Value Problem of the Ambrosetti-Prodi
Type. Boll. Un. Mat. Ital, v.17, p.187-192, 1980.

Hofer, H. Existence and multiplicity result for a class of second order elliptic equation.

Proc. Royal Soc. Edinburgh, v. 88, p.83-92, 1981.

Kazdan, J.L.; Warner, F.W. Remarks on some quasilinear elliptic equations Comm.

Pure. Appl.Math, vol. 28, p. 567-597, 1975.

Koizumi, E.; Schmitt, K. Ambrosetti-Prodi- Type problems for quasilinear elliptic
equations. Diff. and Int. Eqns 18, (2005), 241-262.

Ladyzhenskaya, O.A.; Ural’tseva, N.N. Linear and quasilinear eliptic equations New

York: Academic Press, 1968.

LE, V.K.; Schmitt, K. Some general concepts of sub and supersolutions for non-linear

elliptic problems topolog. Meth. Nonlin. Analysis, v.28, p.87-103, 2006.

Mawhin, J. Ambrosetti-Prodi-type results in nonlinear boundary value problems Lec-

ture Notes in Mathematics, v. 1285, p.290-313, 1987.

Miotto, J. T. Superlinear Ambrosetti-Prodi problem for the p-Laplacian operator.
Math.Nachr, p. 1-18, 2015 .

Miotto, J. T. On the Ambrosetti-Prodi problem for a system involving p-Laplacian
operator. Nonlinear Differential Equation and Applications, n. 17, p. 337-353,
2010.

Miotto, J. T. Estimativas ABP e problemas do tipo Ambrosetti-Prodi para opera-
dores diferenciais nao lineares. T4p. Tese (Doutorado em Matematica),Instituto
de Matemaética, Estatistica e Computacao Cientifica, Universidade Estadual de

Campinas, Campinas, 2009.

Tolksdorf. On the Dirichlet problem for quasilinear equations in domains with conical

boundary points Comm. Part.Diff. Eqns., v. 8, p.773-817, 1983.

Vazquez, J.L. A strong mazimum principle for some quasilinear elliptic equations

Appl.Math.Optim, v.12, p. 191-202, 1984.

65






Resultados do tipo Ambrosetti-Prodi
para problemas quasilineares

Home Editora

CNPJ: 39.242.488/0002-80

www.homeeditora.com

contato@homeeditora.com

9198473-5110

Av. Augusto Montenegro, 4120 - Parque

Verde, Belém - PA, 66635-110 0 (865847897922 >




