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V������� � J����+ U������U�� �U �������� 
U����U8 ?����� t1 ∈ R �U	

���+ (PD) ��
 ��U�U
���� ����+ �
U �� ��U� ��	��$�� �� t > t1, t = t1 �� t < t1+

����W���U
����-

EU��U� � PU���� �
 S01T W�������U�U
 ����$�� f 
U�� ���U��+ ����U���W���� ����U

���
U U� ��"�����)� U� W��W	��$��* �� <�����,J���	U�+ ������ ��� f �U����U� U W�������

−∞ ≤ lim sup
s→−∞

f(s)

s
< λ1 < lim inf

s→+∞

f(s)

s
≤ ∞.)/*

?
 S01T+ �� U������ W�������
 �
U U����U�U ������	���� � ���U
 ��� ������ t1 �U	

��� � ��V	�
U (PDt)+ ����� �	� 
���� �
U ��	���� �� t < t1 � ��� ����� ��	���� ��

t > t1- >U�W�� S/1T ������� �� ����	�U��� �� S01T U�U ���U����� �������W�U�� �U ���
U

����������- ;	�
 �����+ 	�
��U��� � W���W�
���� �� f U�U t ≥ 0 )�U	 W���W�
���� ��� ���

����	���U�* � U���� �V��
 ����
U���U� U ����� U�U U� ��	��$��+ ����� ����� ����� �W�U

�� �	� 
���� ��U� ��	��$�� U�U t < t1 � �
U ��	���� U�U t = t1-

?
 S0/T+ B��� ����U���W� U� ��"����� ��V�� ϕ8 L����� ϕ��U��+ ϕ ≥ 0 U�� ϕ ̸= 0-

=�
� W������ �W�U+ U W��������� �U ������	���� ����U �
 S01T ��� � 
U�� ���!��	- ?


S0/T+ �
U ��
���U ��	���� U�U t << −1 � ��W����U�U W�
 U���
����� ��������� ��� ���

���U�U
 ����� W�������U��� U�� �����+ � U �����U �� ��U�- ?
 S5T+ <������W�� � F����

W�������U�U
 �
 ��V	�
U ��
�	U� W�
 f ������ ��� ����	���U� � W�
 W������� ��

H��
U�� �U ��������U-

;��������� 1

?
 S02T+ E����
� � LW�
��� W�������U�U
 � �������� ��V	�
U U�U � ���U��� p,

FU	UW�U��+ p > 1+

(Pp)





−∆pu = f(u) + tϕ+ h ; x ∈ Ω

u = 0 ; x ∈ ∂Ω

����+ ϕ, h ∈ C(Ω) W�
 ϕ ≥ 0 � f ∈ C1
�U����U�����

α = lim
t→−∞

f(t)

|t|p−2t
< λ1 < β = lim

t→∞

f(t)

|t|p−2t
,

�
 ��� λ1 � � 
���� U����U	�� �� ��V	�
U

(Pa)





−∆pu− λ|u|p−2u = 0 ; x ∈ Ω

u = 0 ; x ∈ ∂Ω.

; ��
���U ��	���� � �V���U W�
U�U��� (Pp) W�
 � ��V	�
U 	�
���




−∆pu = α|u+|p−1 − β|u−|p−1 + h ; x ∈ Ω

u = 0 ; x ∈ ∂Ω.

?
 S02T+ �� U������ ���U
 ��� ������ t(h) << −1 �U	 ��� U�U ���� t ≤ t(h) � ��V	�
U

(Pp) ��
 �
U ��	���� ���U���U- ?
 ������U+ ������ ϕ > 0 �� Ω+ �	�� 
����U
 ���

������
 t1, t2+ t1 ≤ t2 �U	 ��� (Pp) ��
 �	� 
���� �
U ��	���� U�U t ≤ t2+ ��� �����

��	���� �� t > t2 � ����� �	� 
���� ��U� ��	��$�� �� t < t1- J�� '
+ �� U������ 
����U



�	��	�W��U�� �� ��	��$�� ��U��� ϕ ≥ 0+ ��U��� U���
����� �� 	�
���-

;�W��U � K���+ �
 S2T+ ��$�
 ��� f � W���!��U � �U����U�

lim sup
s→−∞

f(s)

|s|p−2s
< λ1 < lim inf

s→+∞

f(s)

|s|p−2s
≤ lim sup

s→+∞

f(s)

|s|p−2s
= λ

′
< ∞

� ��� U�U ���� M > 0+ ������ ξ > 0 �U	 ���

f(s) + ξ|s|p−2s � ��� ��W���W���� �
 s ∈ [−M,M ].

I� U������ �V��
+ ����� ������ ����	�U���+ ��� t1 = t2 ��U��� p > 2 � ϕ �U����U�8 ϕ > 0 �


Ω �

∂ϕ
∂ν

< 0 �
 ∂Ω- ;� ���W�U�� ��W��WU� ���	��U�U� ���U
 ��V,������	����+ �!�W���� ��

W�
U�U��� � �����U �� ��U�- G�����+ �
 S07T+ � ;��U� � =����U+ �
 S3T+ ��U��� �V	��,��

� U� ��W��WU� �������	���U� �
 S2T+ �����U�U
 �
U ������ ����	���U� �� ��V	�
U (Pp)-



;��������� 2

I ��V	�
U U�U � p,FU	UW�U�� W�
 W������� �� H��
U�� ��� W�������U�� �� >�

JU��U � G��������� S/4T- GU�� ��W��U
����+ �
 S/4T+ �� U������ W�������U
 � ��������

��V	�
U

(PNt)





−∆pu = f(x, u) + t ; x ∈ Ω

|∇u|p−2∂u

∂ν
= 0 ; x ∈ ∂Ω

W�
 f : Ω × R → R �
U ������ �� =U�U�������� �U����U����� W�����$�� W�
� �
 S2T-

I� U������ ���U
 ��� ������ t0 ∈ R �U	 ��� (PNt) ��� ��
 ��	��$�� �� t > t0+ � (PNt)

��
 �	� 
���� �
U ��	���� 
���
U	 �� t < t0- L� �
 U����� f ��� 	�WU	
���� F��W����

W���!��U �
 s ������
�
���� �-�- x ∈ Ω+ ����� ������ t1 ≤ t0 �U	 ��� U�U t < t1 �

��V	�
U (PNt) ��
 �	� 
���� ��U� ��	��$�� �������U�- ;	�
 �����+ U ���U	�U�� t1 = t0

�W���� �� f ∈ C(Ω× R)-

;���U U������U��
�� ������ ����	�U���- H� =U!��	� /+ �����U
�� � �������� ��,

V	�
U �� H��
U��8

(Pt)




−∆pu = f(x, u) + tϕ(x) + h(x) ; x ∈ Ω

|∇u|p−2∂u

∂ν
= 0 ; x ∈ ∂Ω

���� ϕ(x) ≥ 0+ ϕ(x) ̸≡ 0 � ϕ, h ∈ L∞(Ω)+ Ω ⊂ RN
�
 UV����+ 	�
��U�� � W�
 ��������U ∂Ω

��U�� � f : Ω×R → R �
U ������ �� =U�U�������� �U����U����� U� ��������� W�����$��8

lim sup
s→−∞

f(x, s)

|s|p−2s
< 0 < lim inf

s→+∞

f(x, s)

|s|p−2s
������
�
���� �
 x ∈ Ω-

L��
�� �U
V�
 ��� ∀M > 0+ ∃λ > 0 �U	 ���+

g(x, u) = f(x, u) + λ|u|p−2u � ��� ��W���W���� ∀u ∈ [−M,M ]+

� U �������� W������� �� W���W�
����

|f(x, s)| ≤ c(1 + |s|p−1); ∀(x, s) ∈ Ω× R.

J���U
�� � �������� ����	�U�� �� ��� ;
V�������,J����8 ������
 t1 ≤ t0 ∈ R+ �U�� ���

)�* L� t < t1+ ����� (Pt) ����� �	� 
���� ��U� ��	��$��-

)��* L� t ≤ t0+ ����� � ��V	�
U ����� (Pt) �	� 
���� �
U ��	����-

)��* L� t > t0+ ����� � ��V	�
U (Pt) ��� ����� ��	����-



;��������� 2

I ��V	�
U U�U � p,FU	UW�U�� W�
 W������� �� H��
U�� ��� W�������U�� �� >�

JU��U � G��������� S/4T- GU�� ��W��U
����+ �
 S/4T+ �� U������ W�������U
 � ��������

��V	�
U

(PNt)





−∆pu = f(x, u) + t ; x ∈ Ω

|∇u|p−2∂u

∂ν
= 0 ; x ∈ ∂Ω

W�
 f : Ω × R → R �
U ������ �� =U�U�������� �U����U����� W�����$�� W�
� �
 S2T-

I� U������ ���U
 ��� ������ t0 ∈ R �U	 ��� (PNt) ��� ��
 ��	��$�� �� t > t0+ � (PNt)

��
 �	� 
���� �
U ��	���� 
���
U	 �� t < t0- L� �
 U����� f ��� 	�WU	
���� F��W����

W���!��U �
 s ������
�
���� �-�- x ∈ Ω+ ����� ������ t1 ≤ t0 �U	 ��� U�U t < t1 �

��V	�
U (PNt) ��
 �	� 
���� ��U� ��	��$�� �������U�- ;	�
 �����+ U ���U	�U�� t1 = t0

�W���� �� f ∈ C(Ω× R)-

;���U U������U��
�� ������ ����	�U���- H� =U!��	� /+ �����U
�� � �������� ��,

V	�
U �� H��
U��8

(Pt)




−∆pu = f(x, u) + tϕ(x) + h(x) ; x ∈ Ω

|∇u|p−2∂u

∂ν
= 0 ; x ∈ ∂Ω

���� ϕ(x) ≥ 0+ ϕ(x) ̸≡ 0 � ϕ, h ∈ L∞(Ω)+ Ω ⊂ RN
�
 UV����+ 	�
��U�� � W�
 ��������U ∂Ω

��U�� � f : Ω×R → R �
U ������ �� =U�U�������� �U����U����� U� ��������� W�����$��8

lim sup
s→−∞

f(x, s)

|s|p−2s
< 0 < lim inf

s→+∞

f(x, s)

|s|p−2s
������
�
���� �
 x ∈ Ω-

L��
�� �U
V�
 ��� ∀M > 0+ ∃λ > 0 �U	 ���+

g(x, u) = f(x, u) + λ|u|p−2u � ��� ��W���W���� ∀u ∈ [−M,M ]+

� U �������� W������� �� W���W�
����

|f(x, s)| ≤ c(1 + |s|p−1); ∀(x, s) ∈ Ω× R.

J���U
�� � �������� ����	�U�� �� ��� ;
V�������,J����8 ������
 t1 ≤ t0 ∈ R+ �U�� ���

)�* L� t < t1+ ����� (Pt) ����� �	� 
���� ��U� ��	��$��-

)��* L� t ≤ t0+ ����� � ��V	�
U ����� (Pt) �	� 
���� �
U ��	����-

)��* L� t > t0+ ����� � ��V	�
U (Pt) ��� ����� ��	����-

;��������� 3

H�� W����W�
�� U�� � 
�
���� �
 ����	�U�� ����� �������+ ���� �+ ����	����� �

���U��� p,FU	UW�U��+ W�
 W������� �� H��
U�� �U ��������U � ϕ ≥ 0+ ϕ ̸≡ 0- I ���

����U ���� ����	�U�� ��	��U��� � � �U�� �U ��� ����� �W�U �� ������	���� U�U � ��V	�
U

(Pt)+ ����� U���
+ ��� ���
�� ���U� U ����� �W�U �U ��
���U ��	���� �U	 W�
� ��� �����

��� ��UVU	��� �� >� JU��U,G��������� S/4T- ?
 �U	 ��UVU	��+ U�U �U�U���� U ����� �W�U

�� ������	���� �� U������ ��W��U�U
 �U ��"���� ϕ ≡ 1- ?
 �
 W���� �������+ �����

����	�U�� ������� � ����	�U�� �� <������W��,F���� S5T U�U � p,FU	UW�U��-

H� =U!��	� 0 W�������U
�� � ��V	�
U (Pp) W�
 ϕ(x) ≥ 0 �
 Ω̄+ ϕ, h ∈ L∞(Ω)+

1 < p < ∞- IV��
�� �� 
��
�� ����	�U��� �� =U!��	� /+ ������U��� U	���� ����	�U���

U���	�U��� ��W��U�U
 �� ��
�����U�$�� ���������� �U� ��� ���U
 ����U� �� ��V	�
U ��

H��
U��- H����� ����	�U��� �U
V�
 ���
 ��� W�
U�U��� U�� �V����� �� E����
�,

LW�
��� S02T � �� ;�W��U,K��� �
 S2T- GU� U� ��W��WU� ���	��U�U� ������ ��UVU	��� ���

���
 ��� U	�WU�U� �U ����U ����U���- H����� ����	�U��� W�
	��U
 �� �V����� �� �����

U������-

H� ��� W��W���� ��V	�
U� �� ��� ;
V�������,J���� ����	����� �����
U� �� ���U�$��

W�
 � ���U��� FU	UW�U��+ ���
�� W��U� �� ���
	� S//T+ S/2T+ S1.T � S/3T- >� @���������

� L��U���+ �
 S/2T+ �����U
 W�
 U���	�� �U �����U �� ��	��$�� �� ���W����U��+ �
 ��V	�
U

�� ��� ;
V�������,J���� U�U ���U����� ������
�
���� �	!��W�� �U ���
U ���,����������

� W�
 W��'W������ ��� ��U���- K���	�U��� ��
�	U��� ����	����� � ���U��� p,FU	UW�U��

���U
 �V����� �� G����� �
 S06T- >� �U��+ � ���W�U	 ����	�U�� �
 S06T � �
U ������

U�U �����
U �� S2+ M����
U 1-4T-

I =U!��	� 1 � ����WU�� U� ������ �� �������� ��V	�
U

(St)




−∆pu1 = f1(x, u1, u2) + t1ϕ1 + h1, ; x ∈ Ω

−∆pu2 = f2(x, u1, u2) + t2ϕ2 + h2, ; x ∈ Ω

u1 = u2 = 0 ; x ∈ ∂Ω

���� Ω ⊂ RN
� �
 ��
!��� ��U�� 	�
��U��+ ϕi, hi ∈ L∞(Ω)+ W�
 ϕi ≥ 0+ i = 1, 2+

t = (t1, t2) ∈ R2
� �
 U��
���� � fi : Ω × R × R → R+ i = 1, 2+ ��� ����$�� W���!��U�

�U����U����� �
 W���� W������� �� ��"����� W�
� �
 S06T- I ���W�U	 ����	�U�� �V����

� �
U �����U	��U��� �� =U!��	� 0 U�U �����
U�- JU�U �V��� � ����	�U��+ U�U�U
�� U�

��W��WU� �� =U!��	� 0 ����U
���� W�
 U� ���	��U�U� �
 S/2T � S06T-



$%� �!�"�%�&

��� )
��1�	��� �� 1��	/
/��� � �� &�����

I� ����	�U��� ��� ����W�U��
�� U��� ����� ��U��� �� ��W����� ����� ��UVU	��- =�
�,

�U��
�� ����W�U��� �
 ���W!�� �� W�
U�U��� ������ U S0.T � ����� ������ U S1/T �

�
 ������U+ ���� �!�W���� �� 
���
� V�
 W����W���� U�U � WU�� ��WU	U�- JU�U U ��,


�����U��� �U ��
���U ��������+ ���
�� W��U� �� ���
	� )S/5T+ M����
U 3*- JU�U

U ������U �������� ��� )S10T+ M����
U 3*-

+��4 ���� C��G
 u, v ∈ W 1,p(Ω) ����"�� ��� ���G���G� �G����G�����




−∆pu+ up−1 ≤ −∆pv + vp−1 ; em Ω

|∇u|p−2∂u

∂ν
≤ |∇v|p−2 ∂v

∂ν
; sobre ∂Ω

9����) u ≤ v �
 Ω+

+��4 ���� C��G
 u, v ∈ W 1,p(Ω) ����"�� �G����G�����




−∆pu+ λ|u|p−2u ≤ −∆pv + λ|v|p−1v ; em Ω

u ≤ v ; sobre ∂Ω

I�
 λ > 0+ 9����) u ≤ v �
 Ω+

.�	
	����	 ���� 7�������� � ��H	�
G

/



$%� �!�"�%�&

��� )
��1�	��� �� 1��	/
/��� � �� &�����

I� ����	�U��� ��� ����W�U��
�� U��� ����� ��U��� �� ��W����� ����� ��UVU	��- =�
�,

�U��
�� ����W�U��� �
 ���W!�� �� W�
U�U��� ������ U S0.T � ����� ������ U S1/T �

�
 ������U+ ���� �!�W���� �� 
���
� V�
 W����W���� U�U � WU�� ��WU	U�- JU�U U ��,


�����U��� �U ��
���U ��������+ ���
�� W��U� �� ���
	� )S/5T+ M����
U 3*- JU�U

U ������U �������� ��� )S10T+ M����
U 3*-

+��4 ���� C��G
 u, v ∈ W 1,p(Ω) ����"�� ��� ���G���G� �G����G�����




−∆pu+ up−1 ≤ −∆pv + vp−1 ; em Ω

|∇u|p−2∂u

∂ν
≤ |∇v|p−2 ∂v

∂ν
; sobre ∂Ω

9����) u ≤ v �
 Ω+

+��4 ���� C��G
 u, v ∈ W 1,p(Ω) ����"�� �G����G�����




−∆pu+ λ|u|p−2u ≤ −∆pv + λ|v|p−1v ; em Ω

u ≤ v ; sobre ∂Ω

I�
 λ > 0+ 9����) u ≤ v �
 Ω+

.�	
	����	 ���� 7�������� � ��H	�
G

/

@��	�
��G��� 0





−∆pu = a|u|p−1u+ g(x) ; x ∈ Ω

u = 0 ; x ∈ ∂Ω

@G�G g ∈ Lp
′
(Ω)) � ���I �� �� 
���
� �I���� G�G ���� ��H	�
G ��) � ��
���� ��)

a < λ1) ����� λ1 � ��
���� G����G	�� �� (−∆p,W
1,p
0 (Ω))+

I �������� ����	�U�� � W����W��� W�
� J���W!�� �� G���
� �� O������-

.�	
	����	 ���� C��G u ∈ C1(Ω) �G	 ��� ∆pu ∈ L2
loc(Ω) I�
 u ≥ 0 �+�+ �
 Ω �

∆pu ≤ ϑ(u) �+�+ �
 Ω) ����� ϑ : [0,+∞] → R I��� ��G) ��� ��I���I����) ϑ(0) = 0 �

G���G �� ϑ(s) = 0 G�G G	��
 s > 0 �� ϑ(s) > 0 G�G ���� s > 0 � G �������� ��	G���

�I����

 1

0

(ϑ(s)s)−
1
p ds = ∞.

9���� �� u ��� � ������IG
���� ��	G ��H�� Ω) ��
�� ��� u � ������G �
 ���� Ω+ 5	�


�����) �� u ∈ C1 (Ω ∪ {x0}) G�G G	��
 x0 ∈ ∂Ω ��� �G����G� G I������� �G �����G ��������

� u(x0) = 0 �����

∂u

∂ν
(x0) > 0 ���� ν � �
 ����� ���
G	 �������� G x0+

��� !����/���/� / )
��
�

JU�U ���U� U 	�
��U��� �U U��� ���U���U �� �
U ������U	 ��	���� �� (PDt)+ ��� ��U��

� �������� ����	�U�� ������ U FU��������U�U � N�U	(����U+ U�U 
U�� ���U	��� ��V�� U

��
�����U��� ���U �� ���
	� )S03T+ F�
U 3-/*-

+��4 ���� ([-0], ���� 5.1) C��G u(x) �
G ������ 
��������	 �
 Ω+ C����G ��� �����G

k0 > 0 �G	 ��� G�G ���� k ≥ k0 > 0)



Ak

(u− k) dx ≤ γkα(m(Ak))
1+ϵ

)0*

���� Ak = {x ∈ Ω : u(x) > k}) m(Ak) � G 
����G �� Ak) γ) ϵ)α ��� I����G���� �G�� ���

ϵ > 0 � 0 ≤ α ≤ 1 + ϵ+ >���G� I�����"��) ������ C = C

γ, α, ϵ, k0, ∥u∥L1(Ak0

)


�G	 ���

∥u∥L∞ ≤ C+
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I� �"��
�� ����	�U��� ���
 ��� ��W����U��� �
 S2T

+��4 ���� ? ���G��� p*<G	GI�G�� ��%���� ��4

−∆p : W
1,p
0 (Ω) → W−1,p

′

(Ω))1*

⟨−∆pu, v⟩ =


Ω

|∇u|p−2∇u · ∇v dx)2*

� 	�
��G�� � I��� ���+ 5	�
 �����) −∆p � H������� � ��� �������) �����G�� �� K) �

�G
H�
 	�
��G�� � I��� ���+

+��4 �� � C��G
 fn, f ∈ L∞(Ω) I�
 ∥fn∥L∞ < C G�G G	��
G I����G��� C > 0 � �G	

��� fn → f �
 W−1,p
′
(Ω)+ 7�������� un = K(fn)) u = K(f)) ����� un → u �
 C1,β(Ω)

G�G ���� 0 ≤ β < α+ 9
 G���I�	G�) � ���G��� K : L∞(Ω) → C1,β
0 (Ω) � I��� ��� �

I�
GI��+

I �"��
�� 	�
U� ��� W�
V��U�$�� �� �
 ����	�U�� �� FU��������U�U � N�U	(����U

([03], ���	���7.1) � ����
U���U� C1
�� S1/T

+��4 ��!� C��G u ∈ W 1,p
0 (Ω) �
G ��	���� �� �������� ��H	�
G3

(Pg)




−∆pu = f(x, u) ; x ∈ Ω

u = 0 ; x ∈ ∂Ω

���� g � �
G ������ �� 7G�G�������� �G����G����� sgn[u].g(x, u) ≤ M(1+|u|q) G�G G	��


1 < q < Np
N−p

+ 9����) u ∈ C1,α(Ω) G�G G	��
 0 < α < 1) � ∥u∥C1,α(Ω) ≤ C(M)+ 9


G���I�	G�) � ���G��� K : L∞(Ω) → C1,α
0 (Ω) � 	�
��G��) ���� �) ∥K(f)∥C1,α ≤ C(∥f∥L∞))

G�G ���G f ∈ L∞(Ω)+

+��4 ��"� C��G u ∈ W 1,p(Ω) �
G ��	���� �� �������� ��H	�
G3

(Pg)




−∆pu = g(x, u) ; x ∈ Ω

|∇u|p−2∂u

∂ν
= 0 ; x ∈ ∂Ω
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′

(Ω))1*

⟨−∆pu, v⟩ =


Ω

|∇u|p−2∇u · ∇v dx)2*

� 	�
��G�� � I��� ���+ 5	�
 �����) −∆p � H������� � ��� �������) �����G�� �� K) �

�G
H�
 	�
��G�� � I��� ���+

+��4 �� � C��G
 fn, f ∈ L∞(Ω) I�
 ∥fn∥L∞ < C G�G G	��
G I����G��� C > 0 � �G	

��� fn → f �
 W−1,p
′
(Ω)+ 7�������� un = K(fn)) u = K(f)) ����� un → u �
 C1,β(Ω)

G�G ���� 0 ≤ β < α+ 9
 G���I�	G�) � ���G��� K : L∞(Ω) → C1,β
0 (Ω) � I��� ��� �

I�
GI��+

I �"��
�� 	�
U� ��� W�
V��U�$�� �� �
 ����	�U�� �� FU��������U�U � N�U	(����U

([03], ���	���7.1) � ����
U���U� C1
�� S1/T

+��4 ��!� C��G u ∈ W 1,p
0 (Ω) �
G ��	���� �� �������� ��H	�
G3

(Pg)




−∆pu = f(x, u) ; x ∈ Ω

u = 0 ; x ∈ ∂Ω

���� g � �
G ������ �� 7G�G�������� �G����G����� sgn[u].g(x, u) ≤ M(1+|u|q) G�G G	��


1 < q < Np
N−p

+ 9����) u ∈ C1,α(Ω) G�G G	��
 0 < α < 1) � ∥u∥C1,α(Ω) ≤ C(M)+ 9


G���I�	G�) � ���G��� K : L∞(Ω) → C1,α
0 (Ω) � 	�
��G��) ���� �) ∥K(f)∥C1,α ≤ C(∥f∥L∞))

G�G ���G f ∈ L∞(Ω)+

+��4 ��"� C��G u ∈ W 1,p(Ω) �
G ��	���� �� �������� ��H	�
G3

(Pg)




−∆pu = g(x, u) ; x ∈ Ω

|∇u|p−2∂u

∂ν
= 0 ; x ∈ ∂Ω
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���� g � �
G ������ �� 7G�G�������� �G����G����� sgn[u].g(x, u) ≤ M(1+|u|q) G�G G	��


1 < q < Np
N−p

+ 9����) u ∈ C1,α(Ω) G�G G	��
 0 < α < 1) � ∥u∥C1,α(Ω) ≤ C(M)+ 9


G���I�	G�) � ���G��� K : L∞(Ω) → C1,α(Ω) � 	�
��G��) ���� �) ∥K(g)∥C1,α ≤ C(∥g∥L∞))

G�G ���G g ∈ L∞(Ω)+

��� ( (	�
/��
 H

I� �"��
�� 	�
U� ���U
 
����U��� �	�� ����	�U��� �
 [0/] � [00]- ; ��
�����U���

����� U� 
��
U� ����U� �� ([00], �	���
��� (a))+ U�U � ,FU	UW�U��-

+��4 ����� ? ��H	�
G

(P∗)




−∆pu+ c|u|p−2u = g(x) ; x ∈ Ω

|∇u|p−2∂u

∂ν
= 0 ; x ∈ ∂Ω

G�
��� �
G #��IG ��	���� �
 W 1,p(Ω)) G�G ���G g ∈ L∞(Ω)+ 5	�
 �����) � ���G��� H :

L∞(Ω) → C1(Ω) �G�� �� H(g) = u ��) � ��
���� ��) u � ��	���� �� (P∗)) � ������G
����

I���I���� � I�
GI��+ C� S ⊂ L∞(Ω) � L∞(Ω)*	�
��G�� �G ���	���G �� Lp(Ω) �������G

�	� �
����� L∞(Ω) → Lp(Ω)) ����� � ���G��� HS : S → C1(Ω) : g → H(g) � I��� ���+

8�
�����G���+ H��� ���+ �	� �U�� �� c > 0 ���
�� ��W����U� W����U���� M1 < 0 �

M2 > 0 �U	 ��� U� ����$�� ϕ1(x) = M1 � ϕ2(x) = M2+ ��� ��V � ������	��$�� ������U� ��

��V	�
U (P∗)- L��U A = [ϕ1, ϕ2] W������� �U� ����$�� φ ∈ C1(Ω) �U�� ��� ϕ1 ≤ φ ≤ ϕ2-

L����U ��� u, v ∈ W 1,p(Ω) �U����U�

−∆pu+ c|u|p−2u ≥ −∆pv + c|v|p−2v ; x ∈ Ω, |∇u|p−2∂u

∂ν
≥ |∇v|p−2 ∂v

∂ν
; x ∈ ∂Ω

N�U��� � F�
U .-/ �� ([0.], ���� 3.1)�
���U�U
���� W��W	��
�� ��� �
U ��	���� �� (P∗)

� %��WU � ��� � ���U��� ��	����+ WU�� �����U+ � ������U
���� W���W����- L��U AR = A∩BR+

���� BR � U V�	U �� �U�� R �
 C1(Ω)- J�	� �U�� �� ϕ1(x) = M1 � ϕ2(x) = M2 ����


��V � ������	��$�� ������U�+ �
U ��	���� u �� (P∗) ���� �� �������� �� A- F��� U�U R

��'W�����
���� ��U��� �V��
�� ���

deg (I − P,AR, 0) = 1,
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��G��� 3

���� P : AR → C1(Ω) � ��'���� �� Pu = K (g − c|u|p−2u) � K � � ���U��� �U��

�� F�
U .-7- J���U���+ � ��V	�
U (P∗) � ���WU
���� ����	���	 U�U WU�U g ∈ L∞(Ω)

� � ���U��� ��	���� H : L∞(Ω) → W 1,p(Ω) � ������U
���� W���W����- L��U {gn} �
U

���� �W�U 	�
��U�U �
 L∞(Ω) � wn = Hgn+ 	���

−∆pwn + c|wn|p−2wn = gn.

J�	� F�
U .-7 wn ∈ C1,α(Ω) W�
 ∥wn∥C1,α(Ω) < C- =�
� U �
����� C1,α → C1,β
+

0 ≤ β < α � W�
UW�U+ U��U��� U �
U ��V���� �W�U �� ��W�������+ Hgn → w �����
����

�
 C1,β(Ω)+ ���U��� H : L∞(Ω) → C1(Ω) � W�
UW��- L��U S ⊂ L∞(Ω) � L∞(Ω),

	�
��U�� �U ���	���U �� Lp(Ω) �������U �	� �
����� L∞(Ω) → Lp(Ω)- L����U ���

HS : S → C1(Ω) ��� ���U W���!���+ ����� ������ �
U ���� �W�U (gn) ⊂ S W���������� �


Lp
U�U U	��
U g ∈ S � �U	 ��� ∥Hgn −Hg∥C1(Ω) ≥ δ U�U �
 δ > 0 W����������- >����

��� (Hgn) � 	�
��U�U �
 C1,α(Ω) U�U U	��
 0 < α < 1+ � C1,α → C1,β
+ 0 ≤ β < α �

W�
UW��+ U��U��� U �
U ��V���� �W�U �� ��W�������+ Hgn → u �����
���� �
 C1(Ω)-

JU��U��� U� 	�
��� �


−∆pHgn + c|Hgn|p−2Hgn = gn(x) ; x ∈ Ω |∇Hgn|p−2∂Hgn
∂ν

= 0 ; x ∈ ∂Ω

W��W	��
�� ��� u �U����U�

−∆pu+ c|u|p−2u = g(x) ; x ∈ Ω |∇u|p−2∂u

∂ν
= 0 ; x ∈ ∂Ω

� �	U ���W��U�� �U� ��	��$��+ ����� ��� u = Hg- I ��� ���U �
U W����U����� W�
 � �U��

�� ��� 0 < δ ≤ lim inf ∥Hgn −Hg∥C1(Ω) = 0- □

I �"��
� 	�
U � �
 U��	��� U� 	�
U U�������+ ����� W�
 W������� �� >���W�	��-

+��4 ����� ? ��H	�
G

(P ∗)




−∆pu+ c|u|p−2u = g(x) ; x ∈ Ω

u = 0 ; x ∈ ∂Ω

G�
��� �
G #��IG ��	���� �
 W 1,p
0 (Ω))G�G ���G g ∈ L∞(Ω)+ 5	�
 �����) � ���G���

H : L∞(Ω) → C1
0(Ω) � ������G
���� I���I���� � I�
GI��+ C� S ⊂ L∞(Ω) � L∞(Ω)*

	�
��G�� �G ���	���G �� Lp(Ω) �������G �	� �
����� L∞(Ω) → Lp(Ω)) ����� � ���G���

HS : S → C1
0(Ω) : g → H(g) � I��� ���+
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��U�U �
 C1,α(Ω) U�U U	��
 0 < α < 1+ � C1,α → C1,β
+ 0 ≤ β < α �

W�
UW��+ U��U��� U �
U ��V���� �W�U �� ��W�������+ Hgn → u �����
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 C1(Ω)-
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��� �
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����� L∞(Ω) → Lp(Ω)) ����� � ���G���

HS : S → C1
0(Ω) : g → H(g) � I��� ���+
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8�
�����G���+ H��� ���+ �	� �U�� �� c > 0 ���
�� ��W����U� W����U���� M1 < 0 �

M2 > 0 �U	 ��� U� ����$�� ϕ1(x) = M1 � ϕ2(x) = M2+ ��� ��V � ������	��$�� ������U� ��

��V	�
U (P ∗)- L��U A = [ϕ1, ϕ2] W������� �U� ����$�� φ ∈ C1
0(Ω)+ �U�� ��� ϕ1 ≤ φ ≤ ϕ2-

L����U ��� u, v ∈ W 1,p
0 (Ω) �U����U�





−∆pu+ c|u|p−2u ≥ −∆pv + c|v|p−2v ; x ∈ Ω

u ≥ v ; x ∈ ∂Ω

N�U��� � F�
U .-0 �� S1/T+ W��W	��
�� ��� �
U ��	���� �� (P ∗) � %��WU � ��� � ���U���

��	����+ WU�� �����U+ � ������U
���� W���W����- L��U AR = A∩BR+ ���� BR � U V�	U �� �U��

R �
 C1
0(Ω)- J�	� �U�� �� ϕ1(x) = M1 � ϕ2(x) = M2 ����
 ��V � ������	��$�� ������U�+

�
U ��	���� u �� (P ∗) ���� �� �������� �� A- F��� U�U R ��'W�����
���� ��U��� ����
��

���

deg (I − P,AR, 0) = 1,

���� P : AR → C1(Ω) � ��'���� �� Pu = K (g − c|u|p−2u) � K � � ���U��� �U��

�� F�
U .-6- J���U���+ � ��V	�
U (P ∗) � ���WU
���� ����	���	 U�U WU�U g ∈ L∞(Ω)

� � ���U��� ��	���� H : L∞(Ω) → W 1,p
0 (Ω) � ������U
���� W���W����- L��U {gn} �
U

���� �W�U 	�
��U�U �
 L∞(Ω) � wn = Hgn+ 	���

−∆pwn + c|wn|p−2wn = gn.

J�	� 	�
U .-6 wn ∈ C1,α
0 (Ω) W�
 ∥wn∥C1,α

0 (Ω) < C- =�
� U �
����� C1,α
0 → C1,β

0 +

0 ≤ β < α � W�
UW�U+ U��U��� U �
U ��V���� �W�U �� ��W�������+ Hgn → w �


C1,β
0 (Ω)+ ���U��� H : L∞(Ω) → C1

0(Ω) � W�
UW��- L��U S ⊂ L∞(Ω)+ L∞(Ω),	�
��U��

�U ���	���U �� Lp(Ω) �������U �	� �
����� L∞(Ω) → Lp(Ω) � {gn} ⊂ S �U	 ��� gn → g

�
 W−1,p
′
(Ω)+ ����� �	� 	�
U .-4 ��
�� ��� Hgn → Hg �
 W 1,p

0 (Ω) � U��U��� U �
U

��V���� �W�U �� ��W�������+ ��
�� ��� Hgn → Hg �
 C1,β
0 (Ω) � ���� W��W	�� U W��������U��

�� H- □



��$�'( # �

$%#� �!�& �#! �#"����# ��

"�(!�""

��� *����/��� )
��1�	/��

H���U �����+ U������U��
�� ������ ����	�U��� �� ����� �W�U � 
�	��	�W��U�� �� ��	�,

�$��-

L��U
 Ω ⊂ RN
�
 UV����+ 	�
��U�� � W�
 ��������U ∂Ω ��U�� � f : Ω × R → R �
U

������ �� =U�U�������� �U����U����� U� ��������� W�����$��8

lim sup
s→−∞

f(x, s)

|s|p−2s
< 0)/-/*

�

lim inf
s→+∞

f(x, s)

|s|p−2s
> 0)/-0*

������
�
���� �
 x ∈ Ω- H� ��� �����+ t ∈ R � 1 < p < ∞- =�������� � ��������

��V	�
U+

(Pt)




−∆pu = f(x, u) + tϕ(x) + h(x) ; x ∈ Ω

|∇u|p−2∂u

∂ν
= 0 ; x ∈ ∂Ω

5



��$�'( # �

$%#� �!�& �#! �#"����# ��

"�(!�""

��� *����/��� )
��1�	/��

H���U �����+ U������U��
�� ������ ����	�U��� �� ����� �W�U � 
�	��	�W��U�� �� ��	�,

�$��-

L��U
 Ω ⊂ RN
�
 UV����+ 	�
��U�� � W�
 ��������U ∂Ω ��U�� � f : Ω × R → R �
U

������ �� =U�U�������� �U����U����� U� ��������� W�����$��8

lim sup
s→−∞

f(x, s)

|s|p−2s
< 0)/-/*

�

lim inf
s→+∞

f(x, s)

|s|p−2s
> 0)/-0*

������
�
���� �
 x ∈ Ω- H� ��� �����+ t ∈ R � 1 < p < ∞- =�������� � ��������

��V	�
U+

(Pt)




−∆pu = f(x, u) + tϕ(x) + h(x) ; x ∈ Ω

|∇u|p−2∂u

∂ν
= 0 ; x ∈ ∂Ω

5

C9��? ,+- ∗ @��
���G C�	���� 6

���� ϕ(x) ≥ 0+ ϕ(x) ̸≡ 0 � ϕ, h ∈ L∞(Ω)- L����U
�� �U
V�
 ��� ∀M > 0+ ∃λ > 0 �U	

���+

g(x, u) = f(x, u) + λ|u|p−2u)/-1*

� ��� ��W���W���� ∀u ∈ [−M,M ]-

1�	���4 ���� C����G
�� ��� G� I�����"�� ',+,() ',+-( � ',+.( �����G
 �G�������G� � ���

������ �
G I����G��� c �G	 ���)

|f(x, s)| ≤ c(1 + |s|p−1); ∀s ≤ 0)/-2*

� ������
�
���� �
 x ∈ Ω + 9����) ������ t0 ∈ R) �G	 ���

)�* C� t < t0) ����� (Pt) ����� �	� 
���� �
G ��	����+

)��* C� t > t0) ����� � ��H	�
G (Pt) ��� ��
 ��	����+

K����������� U W������� )/-2* U�U s → +∞ �V��
�� � �������� ����	�U�� ��	U���� U


�	��	�W��U��-

1�	���4 ���� C����� G� I�����"�� ',+,() ',+-( � ',+.( � ��� ������ �
G I���G��� c �G	

���)

|f(x, s)| ≤ c(1 + |s|p−1); ∀s ∈ R)/-3*

� ������
�
���� �
 x ∈ Ω+ 9���� ������ t1 ∈ R I�
 t1 ≤ t0) �G	 ���

)�* C� t = t0) ����� (Pt) ����� �	� 
���� �
G ��	����+

)��* C� t < t1) ����� � ��H	�
G (Pt) ����� �	� 
���� ��G� ��	��"�� �������G�+

��� )
����
/ +�����

H���U ����� ��U��
�� U �����U �� ��U� �� F��U� � LW�U���� U�U �U�U���� U ����� �W�U

�� ��	���� U�U � ��V	�
U (Pt)-



C9��? ,+- ∗ @��
���G C�	���� 7

H��� ��� ����	��� � ��V	�
U (Pt) � �����U	���� U 
����U� U ����� �W�U �� �
U ��	����

U�U U ���U���

u = H
(
f(x, u) + c|u|p−2u+ tϕ+ h

)
)/-4*

����+ H � � ���U��� �U�� �� F�
U .-/.-

G����U��
�� ��� U ���U��� )/-4* ��
 �
U ��	���� U�U U	��
 t ∈ R � U�U ����+ ��W�,

�U��
�� ��� �"��
�� 	�
U�+ ��� ���U

����U��� �	�� ����	�U��� �
 ([0/], ����
 � � �)-

+��4 ���� @G�G IG�G R1 > 0 �G��) ������ �
 �#
��� ��G	 T = T (R1) �G	 ���

v ̸= H
(
τ
(
f(x, v) + c|v|p−2v + tϕ+ h

))
)/-5*

G�G ���G v ∈ C1(Ω) I�
 ∥v+∥ = R1) ∀τ ∈ [0, 1]) ∀t ≤ T +

8�
�����G���+ L����U �� UV����� ��� �����U
 ���� �W�U� {vn} ⊂ C1(Ω) W�
 ∥v+n ∥ =

R1+ {τn} ⊂ [0, 1] � {tn} ⊂ R+ tn → −∞+ �U	 ���

vn = H
(
τn

(
f(x, vn) + c|vn|p−2vn + tnϕ+ h

))
)/-6*

��U��� U ��"���� )/-2* �V��
��+

f(x, s) + c|s|p−2s ≤ c|s|p−2s+ |f(x, s)|)/-7*

≤ c|s|p−2s+ c+ c|s|p−1
)/-/.*

= c)/-//*

≤ f(x, 0) + 2c)/-/0*

U�U s ≤ 0- ;���
+ U�U U ���� �W�U vn ��
��

τn
(
f(x, vn) + c|vn|p−2vn + tnϕ+ h

)
≤ τn

(
f(x, v+n ) + c|v+n |p−2v+n + 2c+ tnϕ+ h

)

≤ τn(M + tnϕ+ h) ≤ M + tnϕ+ h.

����+ M = max
x∈Ω,v+n ∈[0,R1]

[
f(x, v+n ) + c|v+n |p−2v+n + 2c

]
- L���� ���

vn ≤ H(M + tnϕ+ h)

L��U wn = H((M + tnϕ+ h))+ �� ���U wn �U����U�

−∆pwn + c|wn|p−2wn = (M + tnϕ+ h)



C9��? ,+- ∗ @��
���G C�	���� 7

H��� ��� ����	��� � ��V	�
U (Pt) � �����U	���� U 
����U� U ����� �W�U �� �
U ��	����

U�U U ���U���

u = H
(
f(x, u) + c|u|p−2u+ tϕ+ h

)
)/-4*

����+ H � � ���U��� �U�� �� F�
U .-/.-

G����U��
�� ��� U ���U��� )/-4* ��
 �
U ��	���� U�U U	��
 t ∈ R � U�U ����+ ��W�,

�U��
�� ��� �"��
�� 	�
U�+ ��� ���U

����U��� �	�� ����	�U��� �
 ([0/], ����
 � � �)-

+��4 ���� @G�G IG�G R1 > 0 �G��) ������ �
 �#
��� ��G	 T = T (R1) �G	 ���

v ̸= H
(
τ
(
f(x, v) + c|v|p−2v + tϕ+ h

))
)/-5*

G�G ���G v ∈ C1(Ω) I�
 ∥v+∥ = R1) ∀τ ∈ [0, 1]) ∀t ≤ T +

8�
�����G���+ L����U �� UV����� ��� �����U
 ���� �W�U� {vn} ⊂ C1(Ω) W�
 ∥v+n ∥ =

R1+ {τn} ⊂ [0, 1] � {tn} ⊂ R+ tn → −∞+ �U	 ���

vn = H
(
τn

(
f(x, vn) + c|vn|p−2vn + tnϕ+ h

))
)/-6*

��U��� U ��"���� )/-2* �V��
��+

f(x, s) + c|s|p−2s ≤ c|s|p−2s+ |f(x, s)|)/-7*

≤ c|s|p−2s+ c+ c|s|p−1
)/-/.*

= c)/-//*

≤ f(x, 0) + 2c)/-/0*

U�U s ≤ 0- ;���
+ U�U U ���� �W�U vn ��
��

τn
(
f(x, vn) + c|vn|p−2vn + tnϕ+ h

)
≤ τn

(
f(x, v+n ) + c|v+n |p−2v+n + 2c+ tnϕ+ h

)

≤ τn(M + tnϕ+ h) ≤ M + tnϕ+ h.

����+ M = max
x∈Ω,v+n ∈[0,R1]

[
f(x, v+n ) + c|v+n |p−2v+n + 2c

]
- L���� ���

vn ≤ H(M + tnϕ+ h)

L��U wn = H((M + tnϕ+ h))+ �� ���U wn �U����U�

−∆pwn + c|wn|p−2wn = (M + tnϕ+ h)

C9��? ,+- ∗ @��
���G C�	���� /.

>�'�U sn �U	 ��� tn = |sn|p−2sn+ U���


−∆p(
wn

sn
) + c|wn

sn
|p−2(

wn

sn
) = (

M

tn
+ ϕ+

h

tn
)

F���+ (M
tn

+ ϕ + h
tn
) → ϕ+ ��U��� tn → −∞- J�	� F�
U .-/. ��
�� ��� H � �����
����

W���W���� � W���!��� ��U��� �������� U �
 W������� S ⊂ L∞(Ω) + L∞(Ω),	�
��U��+ �����

���

wn

sn
→ H(ϕ) > 0.

�� ���� ����� ��� wn < 0- F��� v+n = 0+ W����U������� � �U�� �� ��� ∥v+n ∥ = R1- □

+��4 ���� C��G t ∈ R %��+ 9���� ������ R2 > 0 �G	 ���

v ̸= H
�
τ
�
f(x, v) + c|v|p−2v + tϕ+ h


)/-/1*

G�G ���G v ∈ C1(Ω) I�
 ∥v−∥ = R2) ∀τ ∈ [0, 1]+

8�
�����G���+ ; ����U � �V���
�� ����
U���U� U ����� U�U ������U�� ��	��$�� �U ���U���

vτ = H
�
τ
�
f(x, vτ ) + c|vτ |p−2vτ + tϕ+ h


τ ∈ [0, 1].

����� �U� ��"����� )/-/* � )/-0* ��� ������
 ϵ > 0 � c1 ∈ R �U	 ���

f(x, s) ≥ −ϵ|s|p−2s+ c1 ∀(x, s) ∈ Ω× R.

	���+

−∆pvτ + c|vτ |p−2vτ = τ
�
f(x, vτ ) + c|vτ |p−2vτ + tϕ+ h



≥ τ
�
c|vτ |p−2vτ − ϵ|vτ |p−2vτ + c1 + tϕ+ h



= τ
�
(c− ϵ)|vτ |p−2vτ + c1 + tϕ+ h



J�� ����� 	U��+ ���U wτ U %��WU ��	���� �� ��V	�
U




−∆pwτ + (c− τ(c− ϵ))|wτ |p−2wτ = τ(c1 + tϕ+ h) ; x ∈ Ω

|∇wτ |p−2∂wτ

∂ν
= 0 ; x ∈ ∂Ω

H��� ��� τ(c− ϵ) < c+ 	��� � W������� (wτ )τ∈[0,1] � 	�
��U�� �
 C1(Ω)+ ���� �+ ������ c2 �U	

��� ∥wτ∥C1(Ω) ≤ c2- L���� �� ���W!�� �� W�
U�U��� ��UW� F�
U .-/+ ��� vτ ≥ wτ ≥
−c2- M�
�
�� ����� R2 = c2 + 1 � � ����	�U�� �����- □



C9��? ,+. ∗ 8�
�����G��� �� D����
G ,+, //

G����U��
�� U���U ��� U ���U��� )/-4* ��
 �
U ��	���� U�U U	��
 t ��U��� � ��U�

�� F��U�,L�U����- >U�� R1 > 0+ '��
�� t ≤ T (R1) W�
 T (R1) �U�� �	� F�
U /-1 �

W�������� R2 > 0 �U�U����� �� F�
U /-2- =�������� � W�������

Λ =

v ∈ C1(Ω) :

v+ < R1 ,
v− < R2



H��� ��� Λ � �
 W������� UV���� �
 C1(Ω) W������� 0- J�	�� F�
U� /-1 � /-2 ��
�� ���

v ̸= H
�
τ
�
f(x, v) + c|v|p−2v + tϕ+ h


∀v ∈ ∂Λ,

F���+ �	U ���U����W�U ��
��"�WU �� ��U� �� F��U�,LW�U���� ����� ���

deg
�
I −H

��
f(x, v) + c|v|p−2v + tϕ+ h


,Λ, 0


= deg (I,Λ, 0) = 1.

�� ���� ����� ��� ������ v ∈ Λ �U	 ���

v = H
�
f(x, v) + c|v|p−2v + tϕ+ h



� ���U���+ � ��V	�
U (Pt) ����� �
U ��	���� U�U t ≤ T (R1)-

���  ������
/��� �� ,��
��/ ���

H���U ����� �������
�� U� ����U� �� >� JU��U � G��������� �
 [/4] U�U �U�U����
�� U

����� �W�U �� ��V��	���� U�U � ��V	�
U (Pt)- ?
 ������U+ 
����U��
�� � V�
 W����W���


����� �� ��V,������	����- N�U��� ����� ����	�U���+ 
����U��
�� ��� �� � ��V	�
U

(Pt) ��
 ��	���� U�U U	��
 t ����� U�U ���� s ≤ t �U
V�
 ��
 ��	���� � �
 ������U

�U��
�� U ��
�����U��� �� M����
U /-/- =�
��U��
�� W�
 � �������� ����	�U��8

+��4 ���� ? ��H	�
G (Pt) ����� ��H��	���� G�G ���� t ∈ R+

8�
�����G���+ =�������� � �������� ��V	�
U




−∆pz ≤ f(x, z) + tϕ(x) + h(x) ; x ∈ Ω

z ≤ 0 ; x ∈ Ω

|∇z|p−2 ∂z

∂ν
= 0 ; x ∈ ∂Ω

G����U��
�� ��� ������ �
U W����U��� zt ���U���U �U����U����� � ��V	�
U UW�
U- >�

�U��+ ��U��� U ��"���� )/-/* ����� ��� ������
 W����U���� ϵ > 0 � C > 0 �U�� ���

f(x, s) ≥ −ϵ|s|p−2s− C+ s < 0- >�'�U



C9��? ,+. ∗ 8�
�����G��� �� D����
G ,+, //

G����U��
�� U���U ��� U ���U��� )/-4* ��
 �
U ��	���� U�U U	��
 t ��U��� � ��U�

�� F��U�,L�U����- >U�� R1 > 0+ '��
�� t ≤ T (R1) W�
 T (R1) �U�� �	� F�
U /-1 �

W�������� R2 > 0 �U�U����� �� F�
U /-2- =�������� � W�������

Λ =

v ∈ C1(Ω) :

v+ < R1 ,
v− < R2



H��� ��� Λ � �
 W������� UV���� �
 C1(Ω) W������� 0- J�	�� F�
U� /-1 � /-2 ��
�� ���

v ̸= H
�
τ
�
f(x, v) + c|v|p−2v + tϕ+ h


∀v ∈ ∂Λ,

F���+ �	U ���U����W�U ��
��"�WU �� ��U� �� F��U�,LW�U���� ����� ���

deg
�
I −H

��
f(x, v) + c|v|p−2v + tϕ+ h


,Λ, 0


= deg (I,Λ, 0) = 1.

�� ���� ����� ��� ������ v ∈ Λ �U	 ���

v = H
�
f(x, v) + c|v|p−2v + tϕ+ h



� ���U���+ � ��V	�
U (Pt) ����� �
U ��	���� U�U t ≤ T (R1)-

���  ������
/��� �� ,��
��/ ���

H���U ����� �������
�� U� ����U� �� >� JU��U � G��������� �
 [/4] U�U �U�U����
�� U

����� �W�U �� ��V��	���� U�U � ��V	�
U (Pt)- ?
 ������U+ 
����U��
�� � V�
 W����W���


����� �� ��V,������	����- N�U��� ����� ����	�U���+ 
����U��
�� ��� �� � ��V	�
U

(Pt) ��
 ��	���� U�U U	��
 t ����� U�U ���� s ≤ t �U
V�
 ��
 ��	���� � �
 ������U

�U��
�� U ��
�����U��� �� M����
U /-/- =�
��U��
�� W�
 � �������� ����	�U��8

+��4 ���� ? ��H	�
G (Pt) ����� ��H��	���� G�G ���� t ∈ R+

8�
�����G���+ =�������� � �������� ��V	�
U




−∆pz ≤ f(x, z) + tϕ(x) + h(x) ; x ∈ Ω

z ≤ 0 ; x ∈ Ω

|∇z|p−2 ∂z

∂ν
= 0 ; x ∈ ∂Ω

G����U��
�� ��� ������ �
U W����U��� zt ���U���U �U����U����� � ��V	�
U UW�
U- >�

�U��+ ��U��� U ��"���� )/-/* ����� ��� ������
 W����U���� ϵ > 0 � C > 0 �U�� ���

f(x, s) ≥ −ϵ|s|p−2s− C+ s < 0- >�'�U

C9��? ,+. ∗ 8�
�����G��� �� D����
G ,+, /0

zt = −

|t| ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞ + C

ϵ

 1
(p−1)

)/-/2*

����� ��� U�U ���� t ∈ R+

f(x, zt) + tϕ+ h ≥ −ϵ|zt|p−2zt − C + tϕ+ h = ϵ


|t| ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞ + C

ϵ


− C + tϕ+ h

≥ |t| ∥ϕ∥∞ + tϕ+ ∥h∥∞ + h

≥ 0.

>� ���� ����� ��� zt � ��V��	���� �� (Pt)- ;	�
 �����+ W�
� f(x, k)+tϕ+h ≥ −ϵ|k|p−2k−
C + tϕ+ h ≥ −ϵ|zt|p−2zt − C + tϕ+ h � ��W�	 ��� ��� ���U W����U��� k < zt � ��V��	����

������U �� (Pt)- □

I �"��
� M����
U � W����W��� W�
� G����� �� ��V � ������	����-

1�	���4 ���� C��G
 zt)w ∈ C1(Ω) ��H � ������	���� �� (Pt) ����I���G
���� �G�� ���

zt ≤ w �
 Ω+ 9���� ������ u ∈ C1(Ω) ��	���� �� (Pt) �G	 ��� zt ≤ u ≤ w �
 Ω �

|∇u|p−2∂u

∂ν
= 0 ��H�� ∂Ω+

8�
�����G���+ >�'�U �� ���U����� Nt : C
1(Ω) → L∞(Ω) ��

Nt(v) = f(x, v) + λ|v|p−2v + tϕ+ h � v ∈ C1(Ω)

� T : L∞(Ω) → C1(Ω) �� T (v) = w ��+ � ��
���� ��+ w � ��	���� ��




−∆pw + λ|w|p−2w = v ; x ∈ Ω

|∇w|p−2∂w

∂ν
= 0 ; x ∈ ∂Ω

>�'�U �U
V�


Kt : C
1(Ω) → C1(Ω) ��

Kt = T ◦Nt-

H��� ��� u � �
 ���� '�� ��

Kt ��+ � ��
���� ��+ u � �
U ��	���� �� (Pt)- G�����
��

���

Kt � W�
UW��- =�
 ������+ W�
�

Kt = T ◦Nt � Nt � W���!��U+ VU��U 
����U� ��� T

� W�
UW��- >� �U��+ ���U {un} �
U ���� �W�U 	�
��U�U �
 L∞(Ω) � wn = T (un)+ 	���

−∆pwn + λ|wn|p−2wn = un.

J�	� F�
U .-7 wn ∈ C1(Ω) W�
 ∥wn∥C1(Ω) < C- IV��
�� �	U �
����� W�
UW�U

C1,α(Ω) → C1,β(Ω) ���+ U 
���� �� ��V���� �W�U+ wn → w �
 C1,β(Ω)+ ���U��� T



C9��? ,+. ∗ 8�
�����G��� �� D����
G ,+, /1

� W�
UW��-

;���U+ ��'�U

A =
{
u ∈ C1(Ω) : zt(x) ≤ u(x) ≤ w

}
.

H��� ��� A � ��W�U�� � W������- J�	U ��"���� )/-1* � �	� ���W!�� �� W�
U�U��� ��
��

��� K̃t(A) ⊂ A+ � �	� F�
U .-7 K̃t(A) � 	�
��U��- ;���
+ �	� M����
U �� J���� @���

�� LW�U���� ������ u ∈ C1(Ω) ���� '�� �� K̃t+ �� ���U+ ������ u ∈ C1(Ω) ��	���� �� (Pt)

�U	 ��� zt(x) ≤ u(x) ≤ w �
 Ω- □

I �"��
� ����	�U�� ��� ��� ���+ � W������� ��� t U�U �� ��U�� � ��V	�
U (Pt) ��


��	���� � �
 ������U	� ��� �������U��-

+��4 �� � C� � ��H	�
G (Pt) ��
 ��	���� G�G G	��
 t ∈ R) ����� (Pt) ��
 ��	����

G�G ���� s ≤ t+

8�
�����G���+ L��U ut �
U ��	���� �� (Pt)- JU�U ���� s ≤ t ��
�� ��� ut � ������	����

�� ��V	�
U (Pt) W������������ U s+ ���

−∆pu = f(x, u) + tϕ(x) + h(x) ≥ f(x, u) + sϕ(x) + h(x).

J�� ����� 	U��+ ����� �� F�
U /-3 ��� ������ �
U ��V��	���� zs < ut- F���+ �	� M����
U

/-4 ������ �
U ��	���� us �� (Pt) U�U ���� s ≤ t- □

����� $�	 ������-�+ �� �	����	 
+�+ t ���-�������� ��+���

I 	�
U ��� U������U��
�� U���U 
����U ��� � ��V	�
U (Pt) ��� ����� ��	���� U�U

t ��U��� � ��'W�����-

+��4 ��!� ? ��H	�
G (Pt) ��� ����� ��	���� G�G t > 0 ��%I�����
���� ��G���+

8�
�����G���+ L����U
�� �� ��� (Pt) ����� ��	���� ut U�U U	��
 t- L���� �U�

��"����� )/-/* � )/-0* ��� U�U ���� s ∈ R

f(x, s) ≥ ϵ|s|p−1 − C.)/-/3*



C9��? ,+. ∗ 8�
�����G��� �� D����
G ,+, /1

� W�
UW��-

;���U+ ��'�U

A =
{
u ∈ C1(Ω) : zt(x) ≤ u(x) ≤ w

}
.

H��� ��� A � ��W�U�� � W������- J�	U ��"���� )/-1* � �	� ���W!�� �� W�
U�U��� ��
��

��� K̃t(A) ⊂ A+ � �	� F�
U .-7 K̃t(A) � 	�
��U��- ;���
+ �	� M����
U �� J���� @���

�� LW�U���� ������ u ∈ C1(Ω) ���� '�� �� K̃t+ �� ���U+ ������ u ∈ C1(Ω) ��	���� �� (Pt)

�U	 ��� zt(x) ≤ u(x) ≤ w �
 Ω- □

I �"��
� ����	�U�� ��� ��� ���+ � W������� ��� t U�U �� ��U�� � ��V	�
U (Pt) ��


��	���� � �
 ������U	� ��� �������U��-

+��4 �� � C� � ��H	�
G (Pt) ��
 ��	���� G�G G	��
 t ∈ R) ����� (Pt) ��
 ��	����

G�G ���� s ≤ t+

8�
�����G���+ L��U ut �
U ��	���� �� (Pt)- JU�U ���� s ≤ t ��
�� ��� ut � ������	����

�� ��V	�
U (Pt) W������������ U s+ ���

−∆pu = f(x, u) + tϕ(x) + h(x) ≥ f(x, u) + sϕ(x) + h(x).

J�� ����� 	U��+ ����� �� F�
U /-3 ��� ������ �
U ��V��	���� zs < ut- F���+ �	� M����
U

/-4 ������ �
U ��	���� us �� (Pt) U�U ���� s ≤ t- □

����� $�	 ������-�+ �� �	����	 
+�+ t ���-�������� ��+���

I 	�
U ��� U������U��
�� U���U 
����U ��� � ��V	�
U (Pt) ��� ����� ��	���� U�U

t ��U��� � ��'W�����-

+��4 ��!� ? ��H	�
G (Pt) ��� ����� ��	���� G�G t > 0 ��%I�����
���� ��G���+

8�
�����G���+ L����U
�� �� ��� (Pt) ����� ��	���� ut U�U U	��
 t- L���� �U�

��"����� )/-/* � )/-0* ��� U�U ���� s ∈ R

f(x, s) ≥ ϵ|s|p−1 − C.)/-/3*

C9��? ,+. ∗ 8�
�����G��� �� D����
G ,+, /2

N�U��� φ ≡ 1 W�
� ������ ����� �
 (Pt) ��
��

0 =

∫

Ω

|∇ut|p−2∇ut · ∇φdx =

∫

Ω

f(x, ut) dx+

∫

Ω

tϕ dx+

∫

Ω

h(x) dx

≥
∫

Ω

(ϵ|ut|p−1 − C) dx+

∫

Ω

tϕ dx+

∫

Ω

h(x) dx

= ϵ

∫

Ω

|ut|p−1 dx− C|Ω|+ t

∫

Ω

ϕ dx+

∫

Ω

h(x) dx

	���+

ϵ

∫

Ω

|ut|p−1 dx+ t

∫

Ω

ϕ dx+

∫

Ω

h(x) dx ≤ C|Ω|.

J���U���

t

∫

Ω

ϕ dx+

∫

Ω

h(x) dx ≤ C|Ω|.

;���
 t � 	�
��U��+ � ��� ���U � 	�
U- □

�����  	�-����	 �+ !��	���+��	 �	 )�	���+ ���

&�	�+ �� ���

=�������� � �������� W�������+

S = {t : (Pt) ��� ���� ����
 ��� 
�����} .

�	� ��� ��� ����� �U ����� (1.2) ��
�� ��� S � ��� �U���- ;	�
 �����+ ����� ��� F�
U�

/-5 � /-6 ��� S � 	�
��U�� �������
���� 	���+ ���
�� ��'��� t0 = sup
S

t- ;	�
 �����+

���� ��� �� t ∈ S ����� (−∞, t] ⊂ S- F���+ ��� U�U WU�U t < t0+ � ��V	�
U (Pt) �����

�	� 
���� �
U ��	����-

&�	�+ �� ����

L���� �� F�
U /-6 � �U ��'����� �� ����
� ��� U�U ���� t > t0+ (Pt) ��� ��


��	����-



C9��? ,+/ ∗ 9���
G���G G ����� /3

��� !����/���/ / 	
��
�

JU�U �V���
�� U ������U ��	���� ��U �����U �� ��U�+ ��W��U
�� �� ����
U���U� U �����

U�U ������U�� ��	��$�� �� (Pt)- H���U �����+ �V��
�� ����
U���U� U ����� U�U U� U����

���U���U � ������U �� �
U ������U	 �� (Pt)- ?
 ������U+ �V��
�� �
U ����
U���U �U

���
U L∞
� �� '
 ����
U���U �U ���
U C1

-

+��4 ��"� C��G u ∈ W 1,p(Ω) �
G ��	���� ��GIG �� (Pt)+ C� t �����I� G �
 ������G	�

	�
��G�� �����) ������ M = M(t) > 0 �G	 ��� ∥u−∥∞ ≤ M +

8�
�����G���+ L��U u �
U ��	���� �� (Pt)- =�������U��� U ������ φ = max(u−−k, 0) ∈
W 1,p(Ω)+ W�
 k > 0 '�� W�
� ������ ����� �V��
��

∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇φ =

∫

Ω

(f(x, u) + tϕ+ h)φ

>�'����� Ωk = {x ∈ Ω : u− > k}+ W�
� ∇u− = ∇(u− − k) = −∇u �
 Ωk+ ��
�� ���

∫

Ωk

|∇(u− − k)|p = −
∫

Ωk

(
f(x,−u−) + tϕ+ h

)
φ

=�
� f �U����U� U ��"���� )/-/* ��
�� ��� ������
 W����U���� ϵ > 0 � C1 > 0 �U	 ���

f(x, u) ≥ −ϵ|u|p−2u− C1+ U�U ���� u < 0- ?����+

∫

Ωk

|∇(u− − k)|p = −
∫

Ωk

(
f(x,−u−) + tϕ+ h

)
φ

)/-/4*

≤
∫

Ωk

(
ϵ(u−)p−1 + C1 + |t| ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞

)
(u− − k))/-/5*

=

∫

Ωk

ϵ(u−)p−1(u− − k) + (C1 + |t| ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞)

∫

Ωk

(u− − k))/-/6*

≤
∫

Ωk

C2

(
(u− − k)p + kp−1(u− − k)

)
)/-/7*

+ (C1 + |t| ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞)

∫

Ωk

(u− − k))/-0.*

= C2

∫

Ωk

(u− − k)p +
(
C2k

p−1 + C1 + |t| ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞
) ∫

Ωk

(u− − k).)/-0/*

J�� ����� 	U��+ ��U��� U ������U	�U�� �� B�	��� � �
����� �� L�V�	�� ����� ���



C9��? ,+/ ∗ 9���
G���G G ����� /3

��� !����/���/ / 	
��
�

JU�U �V���
�� U ������U ��	���� ��U �����U �� ��U�+ ��W��U
�� �� ����
U���U� U �����

U�U ������U�� ��	��$�� �� (Pt)- H���U �����+ �V��
�� ����
U���U� U ����� U�U U� U����

���U���U � ������U �� �
U ������U	 �� (Pt)- ?
 ������U+ �V��
�� �
U ����
U���U �U

���
U L∞
� �� '
 ����
U���U �U ���
U C1

-

+��4 ��"� C��G u ∈ W 1,p(Ω) �
G ��	���� ��GIG �� (Pt)+ C� t �����I� G �
 ������G	�

	�
��G�� �����) ������ M = M(t) > 0 �G	 ��� ∥u−∥∞ ≤ M +

8�
�����G���+ L��U u �
U ��	���� �� (Pt)- =�������U��� U ������ φ = max(u−−k, 0) ∈
W 1,p(Ω)+ W�
 k > 0 '�� W�
� ������ ����� �V��
��

∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇φ =

∫

Ω

(f(x, u) + tϕ+ h)φ

>�'����� Ωk = {x ∈ Ω : u− > k}+ W�
� ∇u− = ∇(u− − k) = −∇u �
 Ωk+ ��
�� ���

∫

Ωk

|∇(u− − k)|p = −
∫

Ωk

(
f(x,−u−) + tϕ+ h

)
φ

=�
� f �U����U� U ��"���� )/-/* ��
�� ��� ������
 W����U���� ϵ > 0 � C1 > 0 �U	 ���

f(x, u) ≥ −ϵ|u|p−2u− C1+ U�U ���� u < 0- ?����+

∫

Ωk

|∇(u− − k)|p = −
∫

Ωk

(
f(x,−u−) + tϕ+ h

)
φ

)/-/4*

≤
∫

Ωk

(
ϵ(u−)p−1 + C1 + |t| ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞

)
(u− − k))/-/5*

=

∫

Ωk

ϵ(u−)p−1(u− − k) + (C1 + |t| ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞)

∫

Ωk

(u− − k))/-/6*

≤
∫

Ωk

C2

(
(u− − k)p + kp−1(u− − k)

)
)/-/7*

+ (C1 + |t| ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞)

∫

Ωk

(u− − k))/-0.*

= C2

∫

Ωk

(u− − k)p +
(
C2k

p−1 + C1 + |t| ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞
) ∫

Ωk

(u− − k).)/-0/*

J�� ����� 	U��+ ��U��� U ������U	�U�� �� B�	��� � �
����� �� L�V�	�� ����� ���

C9��? ,+/ ∗ 9���
G���G G ����� /4

∫

Ωk

(u− − k)p ≤ |Ωk|
p
n

(∫

Ωk

(u− − k)
np

(n−p)

) (n−p)
n

)/-00*

≤ |Ωk|
p
nC3

(∫

Ωk

|∇(u− − k)|p +
∫

Ωk

(u− − k)p
)
,)/-01*

�� )/-/4* � )/-00* ����� ���

(
|Ωk|−

p
n − C3

)∫

Ωk

(u− − k)p ≤ C3

∫

Ωk

(u− − k)p + C4

(
kp−1 + 1 + |t| ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞

) ∫

Ωk

(u− − k)

)/-02*

	���+

(
|Ωk|−

p
n − C3

)∫

Ωk

(u− − k)p ≤ C4

(
kp−1 + 1 + |t| ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞

) ∫

Ωk

(u− − k).

N�U��� � 
��
� �UW!�W���� �U ��
�����U��� �� F�
U /-6+ �V��
�� ���

|Ωk| =
∫

u−>k

≤
∫

Ωk

(u−)

kp−1
≤ C5k

1−p.)/-03*

	���+ U 
����U |Ωk| → 0 ��U��� k → +∞+ �� ���� ����� ��� ������ �
U W����U��� k0

��� ��������� �� u �U	 ��� |Ωk|−
p
n − C3 > 0+ U�U ���� k ≥ k0- L���� �U ������	�U��

�� B�	��� � �� )/-02*+

∫

Ωk

(u− − k) ≤ |Ωk|
(p−1)

p

(∫

Ωk

(u− − k)p
) 1

p

≤ C6|Ωk|
(p−1)

p

(
kp−1 + 1 + |t| ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞

|Ωk|−
p
n − C3

∫

Ωk

(u− − k)

) 1
p

	���+

(∫

Ωk

(u− − k)
(p−1)

p

)
≤ C6|Ωk|

(p−1)
p

(
kp−1 + 1 + |t| ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞

|Ωk|−
p
n − C3

) 1
p

W�
� W������ �W�U+

∫

Ωk

(u− − k) ≤ C7|Ωk|
(
kp−1 + 1 + |t| ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞

|Ωk|−
p
n − C3

) 1
p−1

= C7|Ωk|1+( p
n(p−1)

)

(
kp−1 + 1 + |t| ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞

1− |Ωk|
p
nC3

) 1
p−1



C9��? ,+/ ∗ 9���
G���G G ����� /5

J���
�� U���
�� ��� 1− |Ωk|
p
nC3 ≥ 1

2
U�U k ≥ k0 � �����

∫

Ωk

(u− − k) ≤ C8|Ωk|1+(
p(p−1)

n
)
(
kp−1 + 1 + |t| ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞

)p−1

= C8|Ωk|1+(
p(p−1)

n
)k

(
1 +

1 + |t| ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞
kp−1

)p−1

≤ C8|Ωk|1+(
p(p−1)

n
)k

(
1 +

1 + |t| ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞
kp−1
0

)p−1

≤ C9|Ωk|1+(
p(p−1)

n
)k.

;���U+ U	�WU��� � F�
U .-3 W��W	��
�� ��� ∥u−∥∞ � 	�
��U�U �� �
U W����U��� ���

������ U��U� �� t+k0+ϵ+p+n � ∥u−∥L1(Ωk0
)- OU
�� 
�	���U� ���U ����
U���U+ �V�����

�
U 	�
��U��� U�U ∥u−∥L1(Ωk0
)- >� �U��+ ��U��� −u−

W�
� ������ ����� � U ������U	�U��

f(x, u) ≥ −ϵ|u|p−2u− C1 U�U u < 0 ��
��

0 ≤
∫

Ω

|∇u−|p

=

∫

Ω

−f(x,−u−)u− − t

∫

Ω

ϕu− −
∫

Ω

hu−

≤ −ϵ

∫

Ω

(u−)p + C1

∫

Ω

u− − t

∫

Ω

ϕu− −
∫

Ω

hu−

	���+

∫

Ω

|∇u−|p + ϵ

∫

Ω

(u−)p ≤ (C1 + |t| ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞)

∫

Ω

u−

≤ ϵ

2

∫

Ω

(u−)p + (C1 + |t| ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞)

�� ���� ����� ��� ∥u−∥W 1,p � 	�
��U�U- F���+

∫

Ωk0

|u−| ≤
∫

Ω

|u−| ≤ C
′

(∫

Ωk0

|u−|p
) 1

p

≤ (C1 + |t| ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞)

���U���+ U ���
U ∥u−∥L∞ � 	�
��U�U �� �
U W����U��� ��� ������ U��U� �� t+ϵ+p �

n- □

+��4 ����� C��G u ∈ W 1,p(Ω) �
G ��	���� ��GIG �� (Pt)+ C� t �����I� G �
 ������G	�

	�
��G�� �����) ������ C = C(t) > 0 �G	 ��� ∥u∥∞ ≤ C+



C9��? ,+/ ∗ 9���
G���G G ����� /5

J���
�� U���
�� ��� 1− |Ωk|
p
nC3 ≥ 1

2
U�U k ≥ k0 � �����

∫

Ωk

(u− − k) ≤ C8|Ωk|1+(
p(p−1)

n
)
(
kp−1 + 1 + |t| ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞

)p−1

= C8|Ωk|1+(
p(p−1)

n
)k

(
1 +

1 + |t| ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞
kp−1

)p−1

≤ C8|Ωk|1+(
p(p−1)

n
)k

(
1 +

1 + |t| ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞
kp−1
0

)p−1

≤ C9|Ωk|1+(
p(p−1)

n
)k.

;���U+ U	�WU��� � F�
U .-3 W��W	��
�� ��� ∥u−∥∞ � 	�
��U�U �� �
U W����U��� ���

������ U��U� �� t+k0+ϵ+p+n � ∥u−∥L1(Ωk0
)- OU
�� 
�	���U� ���U ����
U���U+ �V�����

�
U 	�
��U��� U�U ∥u−∥L1(Ωk0
)- >� �U��+ ��U��� −u−

W�
� ������ ����� � U ������U	�U��

f(x, u) ≥ −ϵ|u|p−2u− C1 U�U u < 0 ��
��

0 ≤
∫

Ω

|∇u−|p

=

∫

Ω

−f(x,−u−)u− − t

∫

Ω

ϕu− −
∫

Ω

hu−

≤ −ϵ

∫

Ω

(u−)p + C1

∫

Ω

u− − t

∫

Ω

ϕu− −
∫

Ω

hu−

	���+

∫

Ω

|∇u−|p + ϵ

∫

Ω

(u−)p ≤ (C1 + |t| ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞)

∫

Ω

u−

≤ ϵ

2

∫

Ω

(u−)p + (C1 + |t| ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞)

�� ���� ����� ��� ∥u−∥W 1,p � 	�
��U�U- F���+

∫

Ωk0

|u−| ≤
∫

Ω

|u−| ≤ C
′

(∫

Ωk0

|u−|p
) 1

p

≤ (C1 + |t| ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞)

���U���+ U ���
U ∥u−∥L∞ � 	�
��U�U �� �
U W����U��� ��� ������ U��U� �� t+ϵ+p �

n- □

+��4 ����� C��G u ∈ W 1,p(Ω) �
G ��	���� ��GIG �� (Pt)+ C� t �����I� G �
 ������G	�

	�
��G�� �����) ������ C = C(t) > 0 �G	 ��� ∥u∥∞ ≤ C+

C9��? ,+/ ∗ 9���
G���G G ����� /6

8�
�����G���+ ?
 ������� �� F�
U /-7 VU��U 
����U�
�� ��� ∥u+∥∞ � 	�
��U�U ��

�
U W����U��� ��� ������ U��U� �� t+ϵ+p � n- L������� � 
��
� �UW��W!��� �� 	�
U

U������� ���
�� 
����U� ��� ∥u+∥∞ � 	�
��U�U �� �
U W����U��� ��� ������ U�,

�U� �� t+k1+ϵ+p+n � ∥u+∥L1(Ak1
)+ ���� Ak = {x ∈ Ω : u+ > k}- OU
�� �V��� U���U �
U

����
U���U U�U ∥u+∥L1(Ak1
)- JU�U ����+ � ��'W����� 
���U� ��� ∥u+∥Lp � 	�
��U�U- >�

�U��+ �����U
�� �� UV����� ��� �����U
 a+b ∈ R �U	 ���

∥∥u+
tn

∥∥
Lp → ∞ W�
 tn ∈ [a, b]-

>�'�U wn =
u+
tn∥∥u+

tn

∥∥
Lp

- H��� ��� wn � 	�
��U�� �
 W 1,p
+ ��� ��U��� utn W�
� ������

����� � U ��"���� )/-3* ��
��

∫

Ω

|∇utn |p =
∫

Ω

f(x, utn)utn + t

∫

Ω

ϕutn +

∫

Ω

hutn

≤ c

∫

Ω

|utn |p dx+ c (1 + |t| ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞)

∫

Ω

|utn |

≤ c
′
(1 + |t| ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞)

∫

Ω

|utn |p

�� ���� ����� ��� wn � 	�
��U�� �
 W 1,p
- F���+ ���
�� U���
�� ��� wn ⇀ w �
 W 1,p

+

wn → w �
 Lp
� wn → w �-�- x ∈ Ω- M�
� φ ∈ W 1,p(Ω)+ φ ≥ 0+ �����

∫

Ω

|∇wn|p−2∇wn · ∇φ =

∫

Ω

f(x, utn)∥∥u+
tn

∥∥ φ+ tn

∫

Ω

ϕ
φ∥∥u+
tn

∥∥ +

∫

Ω

h
φ∥∥u+
tn

∥∥

≥ ϵ

∫

Ω

|wn|p−1φ+ o(n)

�U����� n → ∞+ �V��
��

∫

Ω

|∇w|p−2∇w · ∇φ ≥ ϵ

∫

Ω

wp−1φ

��
U��� φ ≡ 1+ ����� ��� ϵ

∫

Ω

wp−1 dx ≤ 0+ � ��� ���U �
U W����U����� W�
 � �U�� ��

��� w ≥ 0 � w ̸≡ 0- □

+��4 ����� C��G u �
G ��	���� ��GIG �� (Pt)+ C� t �����I� G �
 ������G	� 	�
��G��)

������ R > 0 �G	 ��� G ���
G ∥u∥C1(Ω) ≤ R+

8�
�����G���+ L���� ��� F�
U� /-7 � /-/. ��� �� u � �
U ��	���� �� (Pt) ����� ∥u−∥∞ ≤
M + ∥u∥∞ ≤ C �

−∆pu = f(x, u) + tϕ+ h



C9��? ,+0 ∗ 8�
�����G��� �� D����
G ,+- /7

W�
� u ∈ [−M,C]+ ��
�� |f(x, u)| ≤ R1 U�U (x, u) ∈ Ω × [−M,C] � ����� ����� ���

l(x, u) = f(x, u) + tϕ+ h � �
U ������ �� =U�U�������� ��� �U����U�+

|l(x, u)| ≤ R1 + R ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞ = R2

;���
 �	� F�
U .-7 u ∈ C1,α(Ω)+ U�U 0 ≤ α < 1 � ∥u∥C1(Ω) ≤ R (R2)- □

���  ������
/��� �� ,��
��/ ���

J��
���U
����+ 
����U��
�� ��� � � ��V	�
U (Pt) ��
 �
U ��	���� U�U t = t0- >�

�U��+ �U ��'����� �� ����
� ������ {tn} ⊂ S �U	 ��� tn → t0- L�
 ���U �� �����U	��U��

���
�� U���
�� ��� {tn} � W���W����- =�
� tn ∈ S+ ������ un ��	���� �� (Ptn)+ ���� �+

U�U ���� ψ ∈ W 1,p(Ω)+



Ω

|∇un|p−2∇un · ∇ψ dx =



Ω

(f(x, un) + tnϕ+ h)ψ dx)/-04*

M�
�� �	�� F�
U� /-/. � /-// ��� un ∈ [−M,R]+ 	��� |f(x, un)| ≤ K �

|f(x, un) + tnϕ+ h| ≤ K +R ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞ ≤ M,

	���+ �	� F�
U .-7 ����� ��� {un} � 	�
��U�U �
 C1,α(Ω) � ���U��� ����� �
U ��V,

���� �W�U W���������� unk
→ u∗

�
 C1,β(Ω)+ 0 ≤ β < α- ;���
+ ��
U��� � 	�
��� ��U���

nk → ∞ �
 )/-04* �V��
��



Ω

|∇u∗|p−2∇u∗ · ∇ψ dx =



Ω

(f(x, u∗) + t0ϕ+ h)ψ dx

���� �+ u∗
� ��	���� �� (Pt0)- J�� ����� 	U��+ �� 
����U
�� ��� ������ t0 ∈ R �U	 ��� �

��V	�
U (Ps) ��� ����� ��	���� U�U ���� s > t0- @���
�� t < T (R1) W�
 T (R1) �U��

�	� F�
U /-1 � ���U t1 = T (R1)+ �	U ��'����� �� t0 ��
�� ��� t1 ≤ t0- L���� �� F�
U

/-// ��� U�U ���� s ∈ [t, t0] ������ R > 0 ��U��� � ��'W����� �U	 ��� ∥us∥C1(Ω) < R �

Λ ⊂ BR+ ���� Λ � ��'���� �U L���� (1.2)- H��� ��� u � ��	���� �� (Ps) �� � ��
���� ��

u � ���� '�� �� ���U��� W�
UW�� Hsv = u+ ���� u � �
U ��	���� ��




−∆pu+ λ|u|p−2u = f(x, v) + λ|v|p−2v + sϕ+ h, ; x ∈ Ω

|∇u|p−2∂u

∂ν
= 0 ; x ∈ ∂Ω



C9��? ,+0 ∗ 8�
�����G��� �� D����
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W�
� u ∈ [−M,C]+ ��
�� |f(x, u)| ≤ R1 U�U (x, u) ∈ Ω × [−M,C] � ����� ����� ���

l(x, u) = f(x, u) + tϕ+ h � �
U ������ �� =U�U�������� ��� �U����U�+

|l(x, u)| ≤ R1 + R ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞ = R2

;���
 �	� F�
U .-7 u ∈ C1,α(Ω)+ U�U 0 ≤ α < 1 � ∥u∥C1(Ω) ≤ R (R2)- □

���  ������
/��� �� ,��
��/ ���

J��
���U
����+ 
����U��
�� ��� � � ��V	�
U (Pt) ��
 �
U ��	���� U�U t = t0- >�

�U��+ �U ��'����� �� ����
� ������ {tn} ⊂ S �U	 ��� tn → t0- L�
 ���U �� �����U	��U��

���
�� U���
�� ��� {tn} � W���W����- =�
� tn ∈ S+ ������ un ��	���� �� (Ptn)+ ���� �+

U�U ���� ψ ∈ W 1,p(Ω)+



Ω

|∇un|p−2∇un · ∇ψ dx =



Ω

(f(x, un) + tnϕ+ h)ψ dx)/-04*

M�
�� �	�� F�
U� /-/. � /-// ��� un ∈ [−M,R]+ 	��� |f(x, un)| ≤ K �

|f(x, un) + tnϕ+ h| ≤ K +R ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞ ≤ M,

	���+ �	� F�
U .-7 ����� ��� {un} � 	�
��U�U �
 C1,α(Ω) � ���U��� ����� �
U ��V,

���� �W�U W���������� unk
→ u∗

�
 C1,β(Ω)+ 0 ≤ β < α- ;���
+ ��
U��� � 	�
��� ��U���

nk → ∞ �
 )/-04* �V��
��



Ω

|∇u∗|p−2∇u∗ · ∇ψ dx =



Ω

(f(x, u∗) + t0ϕ+ h)ψ dx

���� �+ u∗
� ��	���� �� (Pt0)- J�� ����� 	U��+ �� 
����U
�� ��� ������ t0 ∈ R �U	 ��� �

��V	�
U (Ps) ��� ����� ��	���� U�U ���� s > t0- @���
�� t < T (R1) W�
 T (R1) �U��

�	� F�
U /-1 � ���U t1 = T (R1)+ �	U ��'����� �� t0 ��
�� ��� t1 ≤ t0- L���� �� F�
U

/-// ��� U�U ���� s ∈ [t, t0] ������ R > 0 ��U��� � ��'W����� �U	 ��� ∥us∥C1(Ω) < R �

Λ ⊂ BR+ ���� Λ � ��'���� �U L���� (1.2)- H��� ��� u � ��	���� �� (Ps) �� � ��
���� ��

u � ���� '�� �� ���U��� W�
UW�� Hsv = u+ ���� u � �
U ��	���� ��




−∆pu+ λ|u|p−2u = f(x, v) + λ|v|p−2v + sϕ+ h, ; x ∈ Ω

|∇u|p−2∂u

∂ν
= 0 ; x ∈ ∂Ω

C9��? ,+0 ∗ 8�
�����G��� �� D����
G ,+- 0.

=��������
�� U �������� ��
����U U�
������	+

H : [t, t0 + 1]× BR → C1
N(Ω), H(s, u) = Hsu.

�����+

deg(I −Hs, BR, 0) = deg(I −Ht0+1, BR, 0) = 0.

���+ �	U ��'����� �� t0+ Ht0+1 ��� ����� ���� '��- N�U��� U���U U ������U�� �U

��W���� �� ��U� �� F��U�,LW�U����+ ����� ���

deg(I −Hs, BR − Λ, 0) = deg(I −Hs, BR, 0)− deg(I −Hs,Λ, 0) = −1,

J���U���+ � ��V	�
U (Ps) ����� ����U ��	���� ��� ��� �����W� U Λ- F���+ ����� t1 ≤ t0

�U	 ��� U�U ���� t < t1 � ��V	�
U (Pt) ����� �	� 
���� ��U� ��	��$�� �������U�+ � ����

W��W	�� ����U ��
�����U���-



��$�'( # �

$%#� �!�& �#! �#"����# ��

��%��� �'

��� *����/��� )
��1�	/��

H���U �����+ U������U
�� ������ ����	�U��� W�
 W������� �� >���W�	�� �U ��������U-

L��U
 Ω ⊂ RN
�
 ��
!��� UV����+ 	�
��U�� � W�
 ��������U ∂Ω ��U�� � f : Ω × R → R

�
U ������ �� =U�U�������� �U����U����� U� ��������� W�����$��+

lim sup
s→−∞

f(x, s)

|s|p−2s
= α < λ1,)0-/*

lim inf
s→+∞

f(x, s)

|s|p−2s
= β > λ1,)0-0*

lim inf
s→+∞

f(x, s)

|s|p−2s
≤ lim sup

s→+∞

f(x, s)

|s|p−2s
= λ

′
< ∞,)0-1*

������
�
���� �
 x ∈ Ω � �U	 ��� λ1 � � 
���� U����U	�� �� ��V	�
U+

(Pa)




−∆pu− λ|u|p−2u = 0 ; x ∈ Ω

u = 0 ; x ∈ ∂Ω

0/



��$�'( # �

$%#� �!�& �#! �#"����# ��

��%��� �'

��� *����/��� )
��1�	/��

H���U �����+ U������U
�� ������ ����	�U��� W�
 W������� �� >���W�	�� �U ��������U-

L��U
 Ω ⊂ RN
�
 ��
!��� UV����+ 	�
��U�� � W�
 ��������U ∂Ω ��U�� � f : Ω × R → R

�
U ������ �� =U�U�������� �U����U����� U� ��������� W�����$��+

lim sup
s→−∞

f(x, s)

|s|p−2s
= α < λ1,)0-/*

lim inf
s→+∞

f(x, s)

|s|p−2s
= β > λ1,)0-0*

lim inf
s→+∞

f(x, s)

|s|p−2s
≤ lim sup

s→+∞

f(x, s)

|s|p−2s
= λ

′
< ∞,)0-1*

������
�
���� �
 x ∈ Ω � �U	 ��� λ1 � � 
���� U����U	�� �� ��V	�
U+

(Pa)




−∆pu− λ|u|p−2u = 0 ; x ∈ Ω

u = 0 ; x ∈ ∂Ω

0/

C9��? -+- ∗ @��
���G C�	���� 00

;	�
 �����+ �U
�� U���
�� ��� U�U ���� M > 0+ ������ ξ > 0 �U	 ���

f(x, u) + ξ|u|p−2u � �� ���	�
����� �� u 
��	� [−M,M ].)0-2*

=�������� � �������� ��V	�
U+

(PDt)





−∆pu = f(x, u) + tϕ(x) + h(x) ; x ∈ Ω

u = 0 ; x ∈ ∂Ω

���� ϕ(x) ≥ 0 �
 Ω̄+ ϕ, h ∈ L∞(Ω)+ W�
 t ∈ R � 1 < p < ∞-

1�	���4 ���� C����G
�� ��� G� I�����"�� '-+,() '-+-( � '-+/( �����G
 �G�������G� � ���

������ �
G I���G��� c �G	 ���)

|f(x, s)| ≤ c(1 + |s|p−1); ∀s ≤ 0.)0-3*

� ������
�
���� �
 x ∈ Ω+ 9����) ������
 t0 �G	 ���

)�* C� t < t0) ����� (PDt) ����� �	� 
���� �
G ��	����+

)��* C� t > t0) ����� � ��H	�
G (PDt) ��� ����� ��	����+

1�	���4 ���� C����G ��� G� ��!����� '-+,() '-+-() '-+.() '-+/( ���G
 �G�������G�+ 9�*

���) ������ t1) I�
 t1 ≤ t0 �G	 ���

)�* C� t = t0) ����� (PDt) ����� �	� 
���� �
G ��	����+

)��* C� t < t1 � ��H	�
G (PDt) ��
 �	� 
���� ��G� ��	��"�� �������G�+

��� )
����
/ +�����

H��� ��� ����	��� � ��V	�
U (PDt) � �����U	���� U 
����U� U ����� �W�U �� �
U ��	����

U�U U ���U���

u = H
�
f(x, u) + c|u|p−2u+ tϕ+ h


)0-4*

���� H � �U�� �� F�
U .-//-

G����U��
�� ��� U ���U��� )0-4* ��
 �
U ��	���� U�U U	��
 t ∈ R � U�U ����+

��W��U��
�� ��� �"��
�� ����	�U��� ��� ���U
 
����U��� �� [0/]- ; ��
�����U��� ��

�"��
� 	�
U ����� �� ���� U ��
�����U��� ����U �� F�
U /-1+ �� U�U � 	�
U ��V��������

U ��
�����U��� � 	�����U
���� ��������� �� ��� ��� ����� �� F�
U /-2-



C9��? -+- ∗ @��
���G C�	���� 01

+��4 ���� @G�G IG�G R1 > 0 �G��) ������ �
 �#
��� ��G	 T = T (R1) �G	 ���

v ̸= H
(
τ
(
f(x, v) + c|v|p−2v + tϕ+ h

))
)0-5*

G�G ���G v ∈ C1
0(Ω) I�
 ∥v+∥ = R1) ∀τ ∈ [0, 1]) ∀t ≤ T +

8�
�����G���+ L����U �� UV����� ��� ����U
 ���� �W�U� {vn} ⊂ C1
0(Ω) W�
 ∥v+n ∥ =

R1+ {τn} ⊂ [0, 1] � {tn} ⊂ R+ tn → −∞+ �U	 ���

vn = H
(
τn

(
f(x, vn) + c|vn|p−2vn + tnϕ+ h

))
)0-6*

��U��� U ��"���� )0-3* �V��
��+

f(x, s) + c|s|p−2s ≤ c|s|p−2s+ |f(x, s)|)0-7*

≤ c|s|p−2s+ c+ c|s|p−1
)0-/.*

= c)0-//*

≤ f(x, 0) + 2c)0-/0*

U�U s ≤ 0- ;���
+ U�U U ���� �W�U vn ��
��

τn
(
f(x, vn) + c|vn|p−2vn + tnϕ+ h

)
≤ τn

(
f(x, v+n ) + c|v+n |p−2v+n + 2c+ tnϕ+ h

)

≤ τn(M + tnϕ+ h) ≤ M + tnϕ+ h.

����+ M = max
x∈Ω,v+n ∈[0,R1]

[
f(x, v+n ) + c|v+n |p−2v+n + 2c

]
- L���� ���

vn ≤ H(M + tnϕ+ h)

L��U wn = H(M + tnϕ+ h)+ �� ���U wn �U����U�

−∆pwn + c|wn|p−2wn = (M + tnϕ+ h)

>�'�U sn �U	 ��� tn = |sn|p−2sn+ U���


−∆p(
wn

sn
) + c|wn

sn
|p−2(

wn

sn
) = (

M

tn
+ ϕ+

h

tn
)

F���+ (M
tn

+ ϕ + h
tn
) → ϕ+ ��U��� tn → −∞- J�	� F�
U .-// ��
�� ��� H � �����
����

W���W���� � W���!��� ��U��� �������� U �
 W������� S ⊂ L∞(Ω) + L∞(Ω),	�
��U��+ �����

���

wn

sn
→ H(ϕ) > 0.

�� ���� ����� ��� wn < 0- F��� v+n = 0+ W����U������� � �U�� �� ��� ∥v+n ∥ = R1- □
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+��4 ���� @G�G IG�G R1 > 0 �G��) ������ �
 �#
��� ��G	 T = T (R1) �G	 ���

v ̸= H
(
τ
(
f(x, v) + c|v|p−2v + tϕ+ h

))
)0-5*

G�G ���G v ∈ C1
0(Ω) I�
 ∥v+∥ = R1) ∀τ ∈ [0, 1]) ∀t ≤ T +

8�
�����G���+ L����U �� UV����� ��� ����U
 ���� �W�U� {vn} ⊂ C1
0(Ω) W�
 ∥v+n ∥ =

R1+ {τn} ⊂ [0, 1] � {tn} ⊂ R+ tn → −∞+ �U	 ���

vn = H
(
τn

(
f(x, vn) + c|vn|p−2vn + tnϕ+ h

))
)0-6*

��U��� U ��"���� )0-3* �V��
��+

f(x, s) + c|s|p−2s ≤ c|s|p−2s+ |f(x, s)|)0-7*

≤ c|s|p−2s+ c+ c|s|p−1
)0-/.*

= c)0-//*

≤ f(x, 0) + 2c)0-/0*

U�U s ≤ 0- ;���
+ U�U U ���� �W�U vn ��
��

τn
(
f(x, vn) + c|vn|p−2vn + tnϕ+ h

)
≤ τn

(
f(x, v+n ) + c|v+n |p−2v+n + 2c+ tnϕ+ h

)

≤ τn(M + tnϕ+ h) ≤ M + tnϕ+ h.

����+ M = max
x∈Ω,v+n ∈[0,R1]

[
f(x, v+n ) + c|v+n |p−2v+n + 2c

]
- L���� ���

vn ≤ H(M + tnϕ+ h)

L��U wn = H(M + tnϕ+ h)+ �� ���U wn �U����U�

−∆pwn + c|wn|p−2wn = (M + tnϕ+ h)

>�'�U sn �U	 ��� tn = |sn|p−2sn+ U���


−∆p(
wn

sn
) + c|wn

sn
|p−2(

wn

sn
) = (

M

tn
+ ϕ+

h

tn
)

F���+ (M
tn

+ ϕ + h
tn
) → ϕ+ ��U��� tn → −∞- J�	� F�
U .-// ��
�� ��� H � �����
����

W���W���� � W���!��� ��U��� �������� U �
 W������� S ⊂ L∞(Ω) + L∞(Ω),	�
��U��+ �����

���

wn

sn
→ H(ϕ) > 0.

�� ���� ����� ��� wn < 0- F��� v+n = 0+ W����U������� � �U�� �� ��� ∥v+n ∥ = R1- □
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?���W�U�
�� �
 U��	��� U�U � WU�� �� >���W�	�� �� F�
U /-2+ � W��U ��
�����U���

� �
U W������ �W�U �����U �� �����
U ��� ��
 U ������- H��� ��� �� U���
����� ��U���

U��� ��� ���������� �� ��� ��� ����� �� WU�� �� H��
U��-

+��4 ���� C��G t ∈ R %��+ 9���� ������ R2 > 0 �G	 ���

v ̸= H
(
τ
(
f(x, v) + c|v|p−2v + tϕ+ h

))
)0-/1*

G�G ���G v ∈ C1
0(Ω) I�
 ∥v−∥ = R2) ∀τ ∈ [0, 1]+

;���
���U��� W�
� �U L���� 1.4 ���U��
�� U 	�
��U��� �U U��� ���U���U �� �
U

������U	 ��	���� �U ���U��� )0-4*- IV����� U���
+ � �������� ����	�U��-

1�	���4 ���� C��G t ∈ R) t ≤ 0 %��+ 9����� M = M(t) > 0 �G	 ��� �� u ∈ W 1,p
0 (Ω) �

�
G ��	���� �G ���G��� )0-/1* G�G G	��
 τ ∈ [0, 1]) ����� ∥u−∥∞ ≤ M +

8�
�����G���+ L��U u �
U ��	���� �U ���U��� )0-/1*+ ���� �

−∆pu+ c|u|p−2u = τ
(
f(x, u) + c|u|p−2u+ tϕ+ h

)

=�������U��� U ������ φ = max(u− − k, 0) ∈ W 1,p(Ω)+ W�
 k > 0 '�� W�
� ������ �����

�U ���U��� UW�
U ��
��

∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇φ+ c

∫

Ω

|u|p−2uφ = τ

(∫

Ω

(
f(x, u) + c|u|p−2u+ tϕ+ h

)
φ

)

>�'����� Ωk = {x ∈ Ω : u− > k}+ W�
� ∇u− = ∇(u− − k) = −∇u �
 Ωk+ ��
�� ���

∫

Ωk

|∇(u− − k)|p + c

∫

Ωk

|u−|p−2u−φ = −τ

∫

Ωk

(
f(x,−u−) + tϕ+ h

)
φ+ τc

∫

Ωk

|u−|p−2u−φ

�� ���� ����� ���

∫

Ωk

|∇(u− − k)|p ≤ −τ

∫

Ωk

(
f(x,−u−) + tϕ+ h

)
φ

=�
� f �U����U� )0-/*+ U�U ���� ϵ ∈ (0, λ1 − α)+ ������ C1 > 0 ��U��� � ��'W����� �U	

���

f(x, u) ≥ (α + ϵ)|u|p−1 − C1)0-/2*
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U�U u < 0- ?����+

∫

Ωk

|∇(u− − k)|p ≤ −τ

∫

Ωk

(
f(x,−u−) + tϕ+ h

)
φ

)0-/3*

≤
∫

Ωk

(
−τ(α + ϵ)(u−)p−1 + C1 − τt ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞

)
(u− − k))0-/4*

=

∫

Ωk

−τ(α + ϵ)(u−)p−1(u− − k) + (C1 − τt ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞)

∫

Ωk

(u− − k))0-/5*

≤
∫

Ωk

C2

(
(u− − k)p + kp−1(u− − k)

)
)0-/6*

+ (C1 − τt ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞)

∫

Ωk

(u− − k))0-/7*

= C2

∫

Ωk

(u− − k)p +
(
C2k

p−1 + C1 − τt ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞
) ∫

Ωk

(u− − k).)0-0.*

J�� ����� 	U��+ ��U��� U ������U	�U�� �� B�	��� � �
����� �� L�V�	�� ����� ���

∫

Ωk

(u− − k)p ≤ |Ωk|
p
n

(∫

Ωk

(u− − k)
np

(n−p)

) (n−p)
n

)0-0/*

≤ |Ωk|
p
nC3

(∫

Ωk

|∇(u− − k)|p +
∫

Ωk

(u− − k)p
)
,)0-00*

�� )0-/3* � )0-0/* ����� ���

(
|Ωk|−

p
n − C3

)∫

Ωk

(u− − k)p ≤ C3

∫

Ωk

(u− − k)p + C4

(
kp−1 + 1− t ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞

) ∫

Ωk

(u− − k)

)0-01*

	���+

(
|Ωk|−

p
n − C3

)∫

Ωk

(u− − k)p ≤ C4

(
kp−1 + 1− t ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞

) ∫

Ωk

(u− − k).

N�U��� � 
��
� �UW!�W���� �� F�
U /-7+ �V��
�� ���

|Ωk| =
∫

u−>k

≤
∫

Ωk

(u−)

kp−1
≤ C5k

1−p.)0-02*

	���+ U 
����U |Ωk| → 0 ��U��� k → +∞+ �� ���� ����� ��� ������ �
U W����U��� k0

��� ��������� �� u �U	 ��� |Ωk|−
p
n − C3 > 0+ U�U ���� k ≥ k0- L���� �U ������	�U��

�� B�	��� � �� )0-01*+
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U�U u < 0- ?����+

∫

Ωk

|∇(u− − k)|p ≤ −τ

∫

Ωk

(
f(x,−u−) + tϕ+ h

)
φ

)0-/3*

≤
∫

Ωk

(
−τ(α + ϵ)(u−)p−1 + C1 − τt ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞

)
(u− − k))0-/4*

=

∫

Ωk

−τ(α + ϵ)(u−)p−1(u− − k) + (C1 − τt ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞)

∫

Ωk

(u− − k))0-/5*

≤
∫

Ωk

C2

(
(u− − k)p + kp−1(u− − k)

)
)0-/6*

+ (C1 − τt ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞)

∫

Ωk

(u− − k))0-/7*

= C2

∫

Ωk

(u− − k)p +
(
C2k

p−1 + C1 − τt ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞
) ∫

Ωk

(u− − k).)0-0.*

J�� ����� 	U��+ ��U��� U ������U	�U�� �� B�	��� � �
����� �� L�V�	�� ����� ���

∫

Ωk

(u− − k)p ≤ |Ωk|
p
n

(∫

Ωk

(u− − k)
np

(n−p)

) (n−p)
n

)0-0/*

≤ |Ωk|
p
nC3

(∫

Ωk

|∇(u− − k)|p +
∫

Ωk

(u− − k)p
)
,)0-00*

�� )0-/3* � )0-0/* ����� ���

(
|Ωk|−

p
n − C3

)∫

Ωk

(u− − k)p ≤ C3

∫

Ωk

(u− − k)p + C4

(
kp−1 + 1− t ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞

) ∫

Ωk

(u− − k)

)0-01*

	���+

(
|Ωk|−

p
n − C3

)∫

Ωk

(u− − k)p ≤ C4

(
kp−1 + 1− t ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞

) ∫

Ωk

(u− − k).

N�U��� � 
��
� �UW!�W���� �� F�
U /-7+ �V��
�� ���

|Ωk| =
∫

u−>k

≤
∫

Ωk

(u−)

kp−1
≤ C5k

1−p.)0-02*

	���+ U 
����U |Ωk| → 0 ��U��� k → +∞+ �� ���� ����� ��� ������ �
U W����U��� k0

��� ��������� �� u �U	 ��� |Ωk|−
p
n − C3 > 0+ U�U ���� k ≥ k0- L���� �U ������	�U��

�� B�	��� � �� )0-01*+
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∫

Ωk

(u− − k) ≤ |Ωk|
(p−1)

p

(∫

Ωk

(u− − k)p
) 1

p

≤ C6|Ωk|
(p−1)

p

(
kp−1 + 1− t ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞

|Ωk|−
p
n − C3

∫

Ωk

(u− − k)

) 1
p

	���+

(∫

Ωk

(u− − k)
(p−1)

p

)
≤ C6|Ωk|

(p−1)
p

(
kp−1 + 1− t ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞

|Ωk|−
p
n − C3

) 1
p

W�
� W������ �W�U+

∫

Ωk

(u− − k) ≤ C7|Ωk|
(
kp−1 + 1− t ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞

|Ωk|−
p
n − C3

) 1
p−1

= C7|Ωk|1+( p
n(p−1)

)

(
kp−1 + 1− t ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞

1− |Ωk|
p
nC3

) 1
p−1

J���
�� U���
�� ��� 1− |Ωk|
p
nC3 ≥ 1

2
U�U k ≥ k0 � �����

∫

Ωk

(u− − k) ≤ C8|Ωk|1+(
p(p−1)

n
)
(
kp−1 + 1− t ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞

)p−1

= C8|Ωk|1+(
p(p−1)

n
)k

(
1 +

1− t ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞
kp−1

)p−1

≤ C8|Ωk|1+(
p(p−1)

n
)k

(
1 +

1− t ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞
kp−1
0

)p−1

≤ C9|Ωk|1+(
p(p−1)

n
)k.

;���U+ U	�WU��� � F�
U .-3 W��W	��
�� ��� ∥u−∥∞ � 	�
��U�U �� �
U W����U��� ���

������ U��U� �� t+ k0+ϵ+p+n � ∥u−∥L1(Ωk0
)- OU
�� 
�	���U� ���U ����
U���U+ �V�����

�
U 	�
��U��� U�U ∥u−∥L1(Ωk0
)- >� �U��+ ��U��� −u−

W�
� ������ ����� � U ������U	�U��

f(x, u) ≥ (α + ϵ)|u|p−2u− C1 U�U u < 0 ��
��

0 ≤
∫

Ω

|∇u−|p

=

∫

Ω

−f(x,−u−)u− − t

∫

Ω

ϕu− −
∫

Ω

hu−

≤ −(α + ϵ)

∫

Ω

(u−)p + C1

∫

Ω

u− − t

∫

Ω

ϕu− −
∫

Ω

hu−
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	���+

∫

Ω

|∇u−|p + (α + ϵ)

∫

Ω

(u−)p ≤ (C1 − t ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞)

∫

Ω

u−

≤ α + ϵ

2

∫

Ω

(u−)p + (C1 − t ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞)

�� ���� ����� ��� ∥u−∥W 1,p � 	�
��U�U- F���+

∫

Ωk0

|u−| ≤
∫

Ω

|u−| ≤ C
′

(∫

Ωk0

|u−|p
) 1

p

≤ (C1 − t ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞)

���U���+ U ���
U ∥u−∥L∞ � 	�
��U�U �� �
U W����U��� ��� ������ U��U� �� t+ϵ+p �

n- □

G����U��
�� U���U ��� U ���U��� )0-4* ��
 �
U ��	���� U�U U	��
 t ��U��� � ��U�

�� F��U�,L�U����- >U�� R1 > 0+ '��
�� t ≤ T (R1) W�
 T (R1) �U�� �	� F�
U 0-1 �

W�������� R2 > 0 �U�U����� �� F�
U 0-2- =�������� � W�������

Λ =
{
v ∈ C1

0(Ω) :
∥∥v+∥∥ < R1 ,

∥∥v−∥∥ < R2

}

H��� ��� Λ � �
 W������� UV���� �
 C1
0(Ω) W������� 0- J�	�� F�
U� 0-1 � 0-2 ��
�� ���

v ̸= H
(
τ
(
f(x, v) + c|v|p−2v + tϕ+ h

))
∀v ∈ ∂Λ,

F���+ �	U ���U����W�U ��
��"�WU �� ��U� �� F��U�,LW�U���� ����� ���

deg
(
I −H

((
f(x, v) + c|v|p−2v + tϕ+ h

))
,Λ, 0

)
= deg (I,Λ, 0) = 1.

�� ���� ����� ��� ������ v ∈ Λ �U	 ���

v = H
(
f(x, v) + c|v|p−2v + tϕ+ h

)

� ���U���+ � ��V	�
U (PDt) ����� �	� 
���� �
U ��	����-

���  ������
/��� ��� ,��
��/� ��� � ���

H���U ����� �������
�� U� ����U� �� ;�W��U,K��� [2] U�U �U�U����
�� U ����� �W�U ��

��V��	���� U�U � ��V	�
U (PDt)- ?
 ������U 
����U��
�� ��� �� � ��V	�
U (PDt)
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	���+

∫

Ω

|∇u−|p + (α + ϵ)

∫

Ω

(u−)p ≤ (C1 − t ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞)

∫

Ω

u−

≤ α + ϵ

2

∫

Ω

(u−)p + (C1 − t ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞)

�� ���� ����� ��� ∥u−∥W 1,p � 	�
��U�U- F���+

∫

Ωk0

|u−| ≤
∫

Ω

|u−| ≤ C
′

(∫

Ωk0

|u−|p
) 1

p

≤ (C1 − t ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞)

���U���+ U ���
U ∥u−∥L∞ � 	�
��U�U �� �
U W����U��� ��� ������ U��U� �� t+ϵ+p �

n- □

G����U��
�� U���U ��� U ���U��� )0-4* ��
 �
U ��	���� U�U U	��
 t ��U��� � ��U�

�� F��U�,L�U����- >U�� R1 > 0+ '��
�� t ≤ T (R1) W�
 T (R1) �U�� �	� F�
U 0-1 �

W�������� R2 > 0 �U�U����� �� F�
U 0-2- =�������� � W�������

Λ =
{
v ∈ C1

0(Ω) :
∥∥v+∥∥ < R1 ,

∥∥v−∥∥ < R2

}

H��� ��� Λ � �
 W������� UV���� �
 C1
0(Ω) W������� 0- J�	�� F�
U� 0-1 � 0-2 ��
�� ���

v ̸= H
(
τ
(
f(x, v) + c|v|p−2v + tϕ+ h

))
∀v ∈ ∂Λ,

F���+ �	U ���U����W�U ��
��"�WU �� ��U� �� F��U�,LW�U���� ����� ���

deg
(
I −H

((
f(x, v) + c|v|p−2v + tϕ+ h

))
,Λ, 0

)
= deg (I,Λ, 0) = 1.

�� ���� ����� ��� ������ v ∈ Λ �U	 ���

v = H
(
f(x, v) + c|v|p−2v + tϕ+ h

)

� ���U���+ � ��V	�
U (PDt) ����� �	� 
���� �
U ��	����-

���  ������
/��� ��� ,��
��/� ��� � ���

H���U ����� �������
�� U� ����U� �� ;�W��U,K��� [2] U�U �U�U����
�� U ����� �W�U ��

��V��	���� U�U � ��V	�
U (PDt)- ?
 ������U 
����U��
�� ��� �� � ��V	�
U (PDt)
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��
 ��	���� U�U U	��
 t+ ����� (PDs) ��
 ��	���� U�U ���� s ≤ t- ;	�
 �����+ �V��,


�� ����
U���U� U ����� U�U ������U�� ��	��$�� � �� '
+ �U��
�� U ��
�����U��� ���

M����
U� 0-/ � 0-0- =�
��U��
�� W�
 � �������� ����	�U�� ��� �U�U��� U ����� �W�U ��

��V��	���� U�U (PDt) U�U ���� t ∈ R-

.�	
	����	 ���� @G�G IG�G w ∈ C1
0(Ω)) t ∈ R) ������ u ∈ C1,α

0 (Ω) �G	 ��� u << w �

−∆p(u) ≤ f(x, u) + tϕ+ h �� Ω)0-03*

8�
�����G���+ L��U
 w ∈ C1
0(Ω)+ t ∈ R '���+ 
U� U�V��������- J�� )0-/* ��
�� ��� U�U

ϵ ∈ (0, λ1 − α)+ ������ W����U��� C > 0 �U	 ���

f(x, u) ≥ (α + ϵ)|u|p−2u− C,

U�U ���� u < 0- L��U u ∈ W 1,p
0 (Ω) ��	���� ��

−∆pu = (α + ϵ)|u|p−2u− C + tϕ+ h �� Ω� u = 0 
��	� ∂Ω

����+ ��
 ���U �� �����U	��U��+ ��
U
�� C ��U��� � ��'W����� U�U �V��� −C+tϕ+h <

0- ;	�
 �����+ ���
�� ��
U� C ��U��� �U	 ��� u << w- >� �U��+ ���U {Cn} �
U

���� �W�U �U	 ��� Cn → ∞ )��
 ���U �� �����U	��U�� U���
�
�� ��� Cn > 1* � {un}
�
U ���� �W�U �� ��	��$�� ��

−∆pun = (α + ϵ)|un|p−2un − Cn + tϕ+ h �� Ω� un = 0 
��	� ∂Ω)0-04*

F���+ �� vn =
un

(Cn)
1

p−1

+ ����� ��
�� ��� vn � ��	���� ��

−∆pvn = (α + ϵ)|vn|p−2vn − 1 +
tϕ+ h

Cn

�� Ω� vn = 0 
��	� ∂Ω

J�	� F�
U .-6 �V��
�� vn ∈ C1,α(Ω)+ U�U U	��
 0 < α < 1+ ∥vn∥C1,α(Ω) ≤ M - ;�,

��
+ �	U �
����� W�
UW�U C1,α(Ω) → C1,β(Ω)+ 0 ≤ β < α ��
�� ���+ U 
���� ��

��V���� �W�U+ vn → v �
 C1,β(Ω)- L���� �� F�
U .-5 ��� v � ��	���� ��




−∆p(v) = (α + ϵ)|v|p−2v − 1 ; x ∈ Ω

v = 0 ; x ∈ ∂Ω

J�	� J���W!�� �� G���
�+ M����
U .-1+ � J���W!�� �� G���
� �� O������+ M����
U

.-2+ �V��
�� v << 0- H���
�� ��� vn =
un

(Cn)
1

p−1

→ v << 0+ 	��� un < 0+
∂un

∂ν
< 0 �
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U���U

∂un

∂ν
, un → −∞ ��U��� n → ∞- =�
� un, w ∈ C1,α(Ω) ��
�� ��� U�U n ��U���

� ��'W�����+ un << w- L��U n0 �U	 ��� un0 << w � Cn0 ≥ C- ?����+ ��'����� u = un0 +

W�
� un0 � ��	���� �� )0-04* ��
��+

−∆pu = (α + ϵ)|u|p−2u− Cn0 + tϕ+ h

≤ (α + ϵ)|u|p−2u− C + tϕ+ h

≤ f(x, u) + tϕ+ h

���� �+ u � ��V��	���� �� (PDt)- □

I ����
� �����
U � � G����� �U ��V � ������	����-

1�	���4 �� � C��G
 u) u ∈ C1(Ω) ��H � ������	���� �� (PDt) ����I���G
���� �G�� ���

u ≤ u �
 Ω) I�
 u ≤ 0 ≤ u ��H�� ∂Ω+ 9���� ������ u ∈ C1(Ω) ��	���� �� (PDt) �G	 ���

u ≤ u ≤ u �
 Ω � u = 0 ��H�� ∂Ω+

8�
�����G���+ >�'�U �� ���U����� Nt : C
1
0(Ω) → L∞(Ω) ��

Nt(v) = f(x, v) + ξ|v|p−2v + tϕ+ h � v ∈ C1
0(Ω)

� T : L∞(Ω) → C1
0(Ω) �� T (v) = w ��+ � ��
���� ��+ w � ��	���� ��




−∆pw + ξ|w|p−2w = v ; x ∈ Ω

w = 0 ; x ∈ ∂Ω

>�'�U �U
V�


Kt : C
1
0(Ω) → C1

0(Ω) ��

Kt = T ◦Nt-

H��� ��� u � �
 ���� '�� ��

Kt ��+ � ��
���� ��+ u � �
U ��	���� �� (PDt)- G�����
��

���

Kt � W�
UW��- =�
 ������+ W�
�

Kt = T ◦Nt � Nt � W���!��U+ VU��U 
����U� ��� T

� W�
UW��- >� �U��+ ���U {un} �
U ���� �W�U 	�
��U�U �
 L∞(Ω) � wn = T (un)+ 	���

−∆pwn + ξ|wn|p−2wn = un.

J�	� F�
U .-6 wn ∈ C1
0(Ω) W�
 ∥wn∥C1

0 (Ω) < C- IV��
�� �	U �
����� W�
UW�U

C1,α(Ω) → C1,β(Ω) ���+ U 
���� �� ��V���� �W�U+ wn → w �
 C1,β(Ω)+ ���U��� T

� W�
UW��-

;���U+ ��'�U

A =

u ∈ C1

0(Ω) : u(x) ≤ u(x) ≤ u

.
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U���U

∂un

∂ν
, un → −∞ ��U��� n → ∞- =�
� un, w ∈ C1,α(Ω) ��
�� ��� U�U n ��U���

� ��'W�����+ un << w- L��U n0 �U	 ��� un0 << w � Cn0 ≥ C- ?����+ ��'����� u = un0 +

W�
� un0 � ��	���� �� )0-04* ��
��+

−∆pu = (α + ϵ)|u|p−2u− Cn0 + tϕ+ h

≤ (α + ϵ)|u|p−2u− C + tϕ+ h

≤ f(x, u) + tϕ+ h

���� �+ u � ��V��	���� �� (PDt)- □

I ����
� �����
U � � G����� �U ��V � ������	����-

1�	���4 �� � C��G
 u) u ∈ C1(Ω) ��H � ������	���� �� (PDt) ����I���G
���� �G�� ���

u ≤ u �
 Ω) I�
 u ≤ 0 ≤ u ��H�� ∂Ω+ 9���� ������ u ∈ C1(Ω) ��	���� �� (PDt) �G	 ���

u ≤ u ≤ u �
 Ω � u = 0 ��H�� ∂Ω+

8�
�����G���+ >�'�U �� ���U����� Nt : C
1
0(Ω) → L∞(Ω) ��

Nt(v) = f(x, v) + ξ|v|p−2v + tϕ+ h � v ∈ C1
0(Ω)

� T : L∞(Ω) → C1
0(Ω) �� T (v) = w ��+ � ��
���� ��+ w � ��	���� ��




−∆pw + ξ|w|p−2w = v ; x ∈ Ω

w = 0 ; x ∈ ∂Ω

>�'�U �U
V�


Kt : C
1
0(Ω) → C1

0(Ω) ��

Kt = T ◦Nt-

H��� ��� u � �
 ���� '�� ��

Kt ��+ � ��
���� ��+ u � �
U ��	���� �� (PDt)- G�����
��

���

Kt � W�
UW��- =�
 ������+ W�
�

Kt = T ◦Nt � Nt � W���!��U+ VU��U 
����U� ��� T

� W�
UW��- >� �U��+ ���U {un} �
U ���� �W�U 	�
��U�U �
 L∞(Ω) � wn = T (un)+ 	���

−∆pwn + ξ|wn|p−2wn = un.

J�	� F�
U .-6 wn ∈ C1
0(Ω) W�
 ∥wn∥C1

0 (Ω) < C- IV��
�� �	U �
����� W�
UW�U

C1,α(Ω) → C1,β(Ω) ���+ U 
���� �� ��V���� �W�U+ wn → w �
 C1,β(Ω)+ ���U��� T

� W�
UW��-

;���U+ ��'�U

A =

u ∈ C1

0(Ω) : u(x) ≤ u(x) ≤ u

.
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H��� ��� A � ��W�U�� � W������- J�	U ��"���� )0-2* � �	� ���W!�� �� W�
U�U���

��UW� F�
U .-0+ ��
�� ��� K̃t(A) ⊂ A � �	� F�
U .-6 K̃t(A) � 	�
��U��- ;���
+ �	�

M����
U �� J���� @��� �� LW�U���� <-2 ������ u ∈ C1
0(Ω) ���� '�� �� K̃t+ �� ���U+ ������

u ∈ C1
0(Ω) ��	���� �� (PDt) �U	 ��� u(x) ≤ u(x) ≤ u �
 Ω- □

N�U��� �� ����	�U��� U���������+ 
����U
�� � �������� ����	�U��8

+��4 ��!� C� � ��H	�
G (PDt) ��
 ��	���� G�G G	��
 t ∈ R) ����� (PDt) ��
 ��	����

G�G ���� s ≤ t+

8�
�����G���+ L��U ut �
U ��	���� �� (PDt)- JU�U ���� s ≤ t ��
�� ��� ut � ������	����

�� ��V	�
U (PDt) W������������ U s+ ���

−∆pu = f(x, u) + tϕ(x) + h(x) ≥ f(x, u) + sϕ(x) + h(x).

J�� ����� 	U��+ ����� �� F�
U 0-4 ��� ������ �
U ��V��	���� u < ut- F���+ �	� M����
U

0-5 ������ �
U ��	���� us �� (PDs) U�U ���� s ≤ t- □

����� "���+��+ +�
��	��

JU�U �V���
�� U ������U ��	���� ��U��� U �����U �� ��U�+ ��W��U
�� �V��� ����
U���U�

U ����� U�U ������U�� ��	��$�� �� (PDt)- I� �"��
�� ����	�U��� ���U
 
����U��� ��

S2T- ; ��
�����U��� �U �������� �������� ��� ��� ����U ��V�����!���,�� t ≥ −C0 ��

−C0 �U ���U �� F�
U 0-3-

.�	
	����	 ��"� C��G C0 ∈ R %��+ 9����� M = M(C0) > 0 �G	 ��� �� u ∈ W 1,p
0 (Ω) �

�
G ��	���� �� (PDt) G�G t ≥ −C0) ����� ∥u−∥∞ ≤ M +

N
U W������ �W�U �� ����	�U�� ��W������ � � �������� ����	�U�� U ������� �U ���
U

L∞(Ω) �� u-

+��4 ����� @G�G ���� t0 ∈ R) ������ R > 0 �G	 ��� � ��H	�
G (PDt) ��� ����� ��	����

I�
 ���
G ∥u∥ ≥ R G�G t ≥ t0+

8�
�����G���+ L����U �� UV����� ��� {un} � �
U ���� �W�U �� ��	��$�� �� (PDtn)

W�
 0 < ∥un∥ → +∞ ���� {tn} � �
U ���� �W�U �� ��U�� �U	 ��� t0 < tn- >�'�U
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wn =
un

∥un∥
+ ����� ���

−∆p(wn) =
f(x, un)

∥un∥p−1 +
tn

∥un∥p−1ϕ+
h

∥un∥p−1 �x ∈ Ω)0-05*

��U��� U� ��"����� )0-0* � )0-1*+ ���
�� �U�U���� U ����� �W�U �� W����U���� C1�C2 > 0

�U	 ��� U�U ϵ ∈ (0, β − λ1)

(β − ϵ)|un(x)|p−1 − C1 ≤ f(x, un(x)) ≤ (λ
′
+ ϵ)|un(x)|p−1 + C2� x ∈ Ω.)0-06*

?����+

(β − ϵ)|wn(x)|p−1 − C1

∥un∥p−1 ≤ f(x, un(x))

∥un∥p−1 ≤ (λ
′
+ ϵ)|wn(x)|p−1 +

C2

∥un∥p−1�)0-07*

U�U ���� x ∈ Ω+ �	U J�������� 0-7 ����� ��� U ���� �W�U

{
f(x, un(x))

∥un∥p−1

}
� 	�
��U�U �


Lp
′
(Ω) � ���U���+ � 	�
��U�U �
 W−1,p

′
(Ω)- J�	� F�
U .-4 ��
�� ��� −∆p(wn) � 	�
��U��

�
 W−1,p
′
(Ω)+ � W�
�

h(x)

∥un∥p−1 ����� U ����+ ����� ��� � 	�
��U�U �
 W−1,p
′
(Ω)- F���+

U ���� �W�U

tn

∥un∥p−1 � 	�
��U�U � U��U��� U �
U ��V���� �W�U �� ��W�������+ ���
��

U���
�� ��� W������� UU�U U	��
 ρ ≥ 0- J�� ����� 	U��+ ��
�� ��� � ���U��� K :

Lp
′
(Ω) → W 1,p

0 (Ω) � W���!��� � W�
UW��+ �� ���� ����� ��� U ���� �W�U+

wn = K
[
f(x, un)

∥un∥p−1 +
tn

∥un∥p−1ϕ+
h

∥un∥p−1

]
)0-1.*

����� �
U ��V���� �W�U �����
���� W���������� U�U U	��
 w+ W�
 ∥w∥ = 1+ �


W 1,p
0 (Ω)- =����������
����+ ��U��� ψ ∈ W 1,p

0 (Ω)�ψ ≥ 0 W�
� ������ ����� �
 )0-05* �

U ������U	�U�� )0-07*+

∫

Ω

|∇wn|p−2∇wn · ∇ψ dx =

∫

Ω

f(x, un(x)

∥un∥p−1 ψ dx+

∫

Ω

tn

∥un∥p−1ϕψ dx+

∫

Ω

h

∥un∥p−1ψ dx

≥ (β − ϵ)

∫

Ω

∥wn∥p−1 ψ −
∫

Ω

C1

∥un∥
ψ +

∫

Ω

tn

∥un∥p−1ϕψ dx

+

∫

Ω

h

∥un∥p−1ψ dx

� U��U��� U� 	�
��� U�U n → +∞+

∫

Ω

|∇w|p−2∇w · ∇ψ dx ≥ (β − ϵ)

∫

Ω

∥w∥p−2 wψ +

∫

Ω

ϕρψ dx
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un

∥un∥
+ ����� ���
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∥un∥p−1 +
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∥un∥p−1ϕ+
h

∥un∥p−1 �x ∈ Ω)0-05*

��U��� U� ��"����� )0-0* � )0-1*+ ���
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�U	 ��� U�U ϵ ∈ (0, β − λ1)

(β − ϵ)|un(x)|p−1 − C1 ≤ f(x, un(x)) ≤ (λ
′
+ ϵ)|un(x)|p−1 + C2� x ∈ Ω.)0-06*

?����+

(β − ϵ)|wn(x)|p−1 − C1

∥un∥p−1 ≤ f(x, un(x))

∥un∥p−1 ≤ (λ
′
+ ϵ)|wn(x)|p−1 +

C2

∥un∥p−1�)0-07*

U�U ���� x ∈ Ω+ �	U J�������� 0-7 ����� ��� U ���� �W�U

{
f(x, un(x))

∥un∥p−1

}
� 	�
��U�U �


Lp
′
(Ω) � ���U���+ � 	�
��U�U �
 W−1,p

′
(Ω)- J�	� F�
U .-4 ��
�� ��� −∆p(wn) � 	�
��U��

�
 W−1,p
′
(Ω)+ � W�
�

h(x)

∥un∥p−1 ����� U ����+ ����� ��� � 	�
��U�U �
 W−1,p
′
(Ω)- F���+

U ���� �W�U

tn

∥un∥p−1 � 	�
��U�U � U��U��� U �
U ��V���� �W�U �� ��W�������+ ���
��

U���
�� ��� W������� UU�U U	��
 ρ ≥ 0- J�� ����� 	U��+ ��
�� ��� � ���U��� K :

Lp
′
(Ω) → W 1,p

0 (Ω) � W���!��� � W�
UW��+ �� ���� ����� ��� U ���� �W�U+

wn = K
[
f(x, un)

∥un∥p−1 +
tn

∥un∥p−1ϕ+
h

∥un∥p−1

]
)0-1.*

����� �
U ��V���� �W�U �����
���� W���������� U�U U	��
 w+ W�
 ∥w∥ = 1+ �


W 1,p
0 (Ω)- =����������
����+ ��U��� ψ ∈ W 1,p

0 (Ω)�ψ ≥ 0 W�
� ������ ����� �
 )0-05* �

U ������U	�U�� )0-07*+

∫

Ω

|∇wn|p−2∇wn · ∇ψ dx =

∫

Ω

f(x, un(x)

∥un∥p−1 ψ dx+

∫

Ω

tn

∥un∥p−1ϕψ dx+

∫

Ω

h

∥un∥p−1ψ dx

≥ (β − ϵ)

∫

Ω

∥wn∥p−1 ψ −
∫

Ω

C1

∥un∥
ψ +

∫

Ω

tn

∥un∥p−1ϕψ dx

+

∫

Ω

h

∥un∥p−1ψ dx

� U��U��� U� 	�
��� U�U n → +∞+

∫

Ω

|∇w|p−2∇w · ∇ψ dx ≥ (β − ϵ)

∫

Ω

∥w∥p−2 wψ +

∫

Ω

ϕρψ dx
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U�U ���U ψ ∈ W 1,p
0 (Ω)�ψ ≥ 0- ;���
+ ��
�� ��� w ≥ 0+ w ̸≡ 0 � �U����U� �� �������

��UW�+ 



−∆pw ≥ (λ− ϵ) ∥w∥p−2 w + ρϕ �x ∈ Ω

w = 0 �x ∈ ∂Ω

����� �� ���W��� �� 
���
� �� O������ )M����
U .-2* ��� w > 0- =�������� ϕ1 U

U��������� U���W�U�U U� ��
���� U����U	�� λ1+ �	U C������U�� �� J�W��� ;-/ ��
,�� ���



Ω

∇


ϕp
1

wp−1


|∇w|p−2∇w dx ≤



Ω

|∇ϕ1|p = λ1



Ω

ϕp
1 dx

�� ���� ����� ���+



Ω


ϕp
1

wp−1

�
(β − ϵ) ∥w∥p−1 + ρϕ


dx ≤



Ω


ϕp
1

wp−1


(−∆pw) dx

≤ λ1



Ω

ϕp
1 dx

	���+

(β − ϵ)



Ω

ϕp
1 dx+



Ω

ρϕϕp
1

wp−1
dx ≤ λ1



Ω

ϕp
1 dx

W�
�+ ϵ ��� ��W�	���� �� ���
U ��� β − ϵ > λ1+ ��
�� �
U W����U����� � ���U��� �����

� ����	�U��- □

H��� ���+ W�
� W������ �W�U �� 	�
U U������� ��
�� ��� � ��V	�
U (PDt) ��� �����

��	���� U�U t ��U���-

+��4 ����� ? ��H	�
G (PDt) ��� ����� ��	���� G�G t ��%I�����
���� ��G���

8�
�����G���+ >� �U��+ W�������� t0 = 0 � ���U R > 0 �U�� �	� F�
U 0-/.+ �� u � ��	����

�� (PDt) U�U t > 0 ��U��� � ��'W�����+ ����� ∥u∥ ≤ R+ � �� U���
����� �� ����	U���U��

�U�U������ �� F�
U .-6+ ����� ��� ∥u∥C1 � 	�
��U�U �����������
���� �� t- J�� �����

	U��+ u ����	�� �
 W−1,p
′
(Ω) U ���U���

−∆pu = f(x, u) + tϕ+ h

���� �� ���
�� −∆pu, f(x, u) ��� 	�
��U��� �
 W−1,p
′
(Ω)- =����������
����+ �V��
��

��� � W������� ��� �U	���� t U�U �� ��U�� � ��V	�
U (PDt) ��
 ��	���� � 	�
��U��

�������
����- C��� �+ ������ t ∈ R �U	 ��� � ��V	�
U (PDt) ��� ��
 ��	���� U�U

t > t- □
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�����  	�-����	 �+ !��	���+��	 �	 )�	���+ ���

&�	�+ �� ���

=�������� � �������� W�������+

S = {t : (PDt) ��� ���� ����
 ��� 
�����} .

�	� ��� ��� ����� �U L���� 2.2 ��
�� ��� S � ��� �U���- ;	�
 �����+ ����� �� F�
U

0-// ��� S � 	�
��U�� �������
����- J���U���+ ���
�� ��'��� t0 = sup
S

t- ;	�
 �����+

��U��� )0-6* ����� ���+ �� t ∈ S ����� (−∞, t] ⊂ S � ���� W��W	�� � ���
 )�*-

&�	�+ �� ����

L���� �� F�
U 0-2 � �U ��'����� �� ����
� ��� U�U ���� t > t0+ (PDt) ��� �����

��	����-

����� !��	���+��	 �	 )�	���+ ���

&�	�+ �� ���

L��U t0 ��'���� �� M����
U 0-/+ �U ��'����� �� ����
� ������ {tn} ⊂ S �U	 ���

tn → t0- L�
 ���U �� �����U	��U�� ���
�� U���
�� ��� {tn} � W���W����- =�
� tn ∈ S+

������ un ��	���� �� (PDtn)+ ���� �+ U�U ���� ψ ∈ W 1,p
0 (Ω)+

∫

Ω

|∇un|p−2∇un · ∇ψ dx =

∫

Ω

(f(x, un) + tnϕ+ h)ψ dx)0-1/*

M�
�� �	�� F�
U� 0-3 � 0-/. ��� un ∈ [−M,R]+ 	��� |f(x, un)| ≤ K �

|f(x, un) + tnϕ+ h| ≤ K +R ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞ ≤ M,

	���+ �	� F�
U .-6 ����� ��� {un} � 	�
��U�U �
 C1,α(Ω) � ���U���+ ����� �
U ��V,

���� �W�U W���������� unk
→ u∗

�
 C1,β(Ω)+ 0 ≤ β < α- ;���
+ ��
U��� � 	�
��� ��U���

nk → ∞ �
 )0-1/* �V��
��

∫

Ω

|∇u∗|p−2∇u∗ · ∇ψ dx =

∫

Ω

(f(x, u∗) + t0ϕ+ h)ψ dx

���� �+ u∗
� ��	���� �� (Pt0) � ���� W��W	�� � ���
)�*-
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U
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��U�� �������
����- J���U���+ ���
�� ��'��� t0 = sup
S

t- ;	�
 �����+
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&�	�+ �� ����

L���� �� F�
U 0-2 � �U ��'����� �� ����
� ��� U�U ���� t > t0+ (PDt) ��� �����

��	����-

����� !��	���+��	 �	 )�	���+ ���

&�	�+ �� ���

L��U t0 ��'���� �� M����
U 0-/+ �U ��'����� �� ����
� ������ {tn} ⊂ S �U	 ���

tn → t0- L�
 ���U �� �����U	��U�� ���
�� U���
�� ��� {tn} � W���W����- =�
� tn ∈ S+

������ un ��	���� �� (PDtn)+ ���� �+ U�U ���� ψ ∈ W 1,p
0 (Ω)+

∫

Ω

|∇un|p−2∇un · ∇ψ dx =

∫

Ω

(f(x, un) + tnϕ+ h)ψ dx)0-1/*

M�
�� �	�� F�
U� 0-3 � 0-/. ��� un ∈ [−M,R]+ 	��� |f(x, un)| ≤ K �

|f(x, un) + tnϕ+ h| ≤ K +R ∥ϕ∥∞ + ∥h∥∞ ≤ M,

	���+ �	� F�
U .-6 ����� ��� {un} � 	�
��U�U �
 C1,α(Ω) � ���U���+ ����� �
U ��V,

���� �W�U W���������� unk
→ u∗

�
 C1,β(Ω)+ 0 ≤ β < α- ;���
+ ��
U��� � 	�
��� ��U���

nk → ∞ �
 )0-1/* �V��
��

∫

Ω

|∇u∗|p−2∇u∗ · ∇ψ dx =

∫

Ω

(f(x, u∗) + t0ϕ+ h)ψ dx

���� �+ u∗
� ��	���� �� (Pt0) � ���� W��W	�� � ���
)�*-
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&�	�+ �� ����

D� 
����U
�� ��� ������ t0 ∈ R �U	 ��� � ��V	�
U (PDs) ��� ����� ��	���� U�U

���� s > t0- @���
�� t < T (R1) W�
 T (R1) �U�� �	� F�
U 0-1 � ���U t1 = T (R1)+

�	U ��'����� �� t0 ��
�� ��� t1 ≤ t0- L���� �� F�
U 0-/. ��� U�U ���� s ∈ [t, t0]

������ R > 0 ��U��� � ��'W����� �U	 ��� ∥us∥C1(Ω) < R � Λ ⊂ BR+ ���� Λ � ��'���� �U

��
�����U��� �U ��
���U ��	����+ ��� L���� 0-0- H��� ��� u � ��	���� �� (PDs) �� �

��
���� �� u � ���� '�� �� ���U��� W�
UW�� Hsv = u+ ���� u � �
U ��	���� ��





−∆pu+ λ|u|p−2u = f(x, v) + λ|v|p−2v + sϕ+ h, ; x ∈ Ω

u = 0 ; x ∈ ∂Ω

=��������
�� U �������� ��
����U U�
������	+

H : [t, t0 + 1]× BR → C1
0(Ω), H(s, u) = Hsu.

�����+

deg(I −Hs, BR, 0) = deg(I −Ht0+1, BR, 0) = 0.

���+ �	U ��'����� �� t0+ Ht0+1 ��� ����� ���� '��- N�U��� U���U U ������U�� �U

��W���� �� ��U� �� F��U�,LW�U����+ ����� ���

deg(I −Hs, BR − Λ, 0) = deg(I −Hs, BR, 0)− deg(I −Ks,Λ, 0) = −1,

J���U���+ � ��V	�
U (PDs) ����� ����U ��	���� ��� ��� �����W� U Λ- F���+ ����� t1 ≤ t0

�U	 ��� U�U ���� t < t1 � ��V	�
U (PDt) ����� �	� 
���� ��U� ��	��$�� �������U�-



��$�'( # �

&�&'�!�& �#! �#"����# ��

��%��� �'

��� �	
�����/��� �� )
�0���/

=��������
�� � �������� �����
U

(St)




−∆pu1 = f1(x, u1, u2) + t1ϕ1 + h1, ; x ∈ Ω

−∆pu2 = f2(x, u1, u2) + t2ϕ2 + h2, ; x ∈ Ω

u1 = u2 = 0 ; x ∈ ∂Ω

���� Ω ⊂ RN
� �
 ��
!��� ��U�� 	�
��U��+ ϕi, hi ∈ L∞(Ω)+ W�
 ϕi ≥ 0+ ϕi ̸≡ 0+ i = 1, 2+

t = (t1, t2) ∈ R2
� �
 U��
���� � fi : Ω × R × R → R+ i = 1, 2 ��� ����$�� W���!��U�

�U����U����� U� ��������� W�����$��+

�)� |fi(x, s1, s2)| ≤ C (1 + |s1|p−1 + |s2|p−1) i = 1, 2

�))� ������ σ > 0 �U	 ��� fi(x, s1, s2) + σ|si|p−2si � ��� ��W���W����+

U�U ���� (x, sj) ∈ Ω× R+ i ̸= j+ i = 1, 2-

�)))� fi(x, 0, 0) = 0 � fi � ��U��,
��"���U U�U ���� (x, si) ∈ Ω × R+ ���� �+ U�U WU�U

i ̸= j+ i = 1, 2+ fi(x, si, sj) � ��� ��W���W���� �
 sj-

13



��$�'( # �

&�&'�!�& �#! �#"����# ��

��%��� �'

��� �	
�����/��� �� )
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 ��
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� �
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U�U ���� (x, sj) ∈ Ω× R+ i ̸= j+ i = 1, 2-

�)))� fi(x, 0, 0) = 0 � fi � ��U��,
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 sj-

13
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�)2� ?�����
 
U������ 	�
��U�U� � W����U���U�+ ���� �+ (aij, cij ≥ 0) U�U i ̸= j+

A1 =


 a11 a12

a21 a22


 , A2 =


 c11 c12

c21 c22




�U����U����� a11 + a12 ≤ 0+ a21 + a22 ≤ 0+ c11, c22 < 0 �U	 ���+

λ1 (∆p + A1) > 0, λ1 (∆p + A2) < 0,

����

λ1 (∆p + Ai) = sup E(Ai),

E(Ai) =

λ ∈ R : ∃φ ∈

�
W 1,p

0 (Ω)
2

: φ > 0,∆pφ+ (Ai + λI)Ψp(φ) ≤ 0

,

W�
 Ψp(s) = (ψp(s1), ψp(s2))
T

� ψp(si) = |si|p−2si- ;	�
 �����+ ������
 W����U����

b1, b2 > 0 �U�� ���

f(x, s) ≥ A1Ψp(s)− b1e , ∀s ≤ 0

�

f(x, s) ≥ A2Ψp(s)− b2e , ∀s ≥ 0

U�U s = (s1, s2) ∈ R2
+ ���� e = (1, 1)T -

�2� JU�U WU�U ���� �W�U {sn} ⊂ R2
�U	 ��� ∥s−n ∥ � 	�
��U�� � ∥s+n ∥ → ∞ ��U��� n → ∞

lim
n→∞

inf
f(x, sn)− f(x, s+n )

∥s+n ∥
p−1 ≥ 0.

H����� ����	�U��� ���W�U�� ����� WU!��	� ��� �� ���������+

1�	���4 ���� C����G ��� G� ��!����� (I)*(IV ) �����G
 �G�������G�+ 9����� T ∈ R �G	

��� � �����
G (St) ��
 �	� 
���� �
G ��	���� ��GIG G�G t ≤ Te) ���� e = (1, 1)+

1�	���4 ���� C����G ��� G� ��!����� (I)*(V ) �I����
+ 9���� ������
 I���G� <��*

I�����G�G� Υ∗
� Υ∗ ��� ������
 R2

�
 ���� I�������� ��������� M) N � O �G�� ��� �

��H	�
G (St)3

�� ����� �	� 
���� �
G ��	���� G�G t ∈ Υ∗ ∪Υ∗ ∪ O)

��� ��� ����� ��	���� G�G t ∈ N )

���� ����� �	� 
���� ��G� ��	��"�� �������G� G�G t ∈ M+
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��� )
������/
��

?���W�U��
�� U	���� ����	�U��� U ������� �� �����
U� ����	����� � ���U��� ,

FU	UW�U�� � ��� ����� %���� ����� WU!��	�- I �������� �����
U � �
 ����	�U�� ��

����	U���U��+ W��U ��
�����U��� ��� ��� ��W����U�U �
 ([/6], ���	��� B)-

1�	���4 ���� C����G ��� (u, v) ∈
�
W 1,p

0 (Ω)
2

� �
G ��	���� �� �����
G





−∆pu = g1(x, u, v) ; x ∈ Ω

−∆pv = g2(x, u, v) ; x ∈ Ω

u = v = 0 ; x ∈ ∂Ω

���� g1, g2 ��� ����"�� 7G�G�������� �G�� ���

max {|g1(x, s, t)|, |g2(x, s, t)|} ≤ C (1 + |s|σ1 + |t|σ2)

G�G 1 < σi ≤ p − 1) i = 1, 2 � (s, t) ∈ R2
) ����� (u, v) ∈

�
C1,α

0 (Ω)
2

) 0 < α < 1+ 5	�


�����) ��

max {|g1(x, s, t)|, |g2(x, s, t)|} ≤ C

����� ∥(u, v)∥
(C1,α

0 (Ω))
2 < M(C)+

����� &���-�
�	 �	 #����	 
+�+ (����+�

I� �"��
�� ����	�U��� ��U��
 �
U ��	U��� ����� U ��"���� (IV ) �� M����
U 1-0 W�


� ��V	�
U �� U����U	��- =�
��U
�� W�
 U ��'����� �� M ,
U���� ��� �����	U�-

'������	 ���� @G�G 1 ≤ k ≤ N �����G
�� �� Bk G 
G���� �H���G ���G��� G� (N − k)

	���G� � I�	��G� �G 
G���� B+ 8���
�� ��� B = (bij) � �
G M *
G���� ��� �����	G� ��

bij ≤ 0 G�G i ̸= j) bii > 0 � detBk > 0 G�G 1 ≤ k ≤ N +

L��U
 λ1 � ��
���� U����U	�� �� (−∆p,W
1,p
0 (Ω))+ φ1 U U��������� ������U � �� ���
U

�������U U���W�U�U U λ1- L��U I = (δij) U 
U���� �������U�� � A = (aij) �
U 
U����

U�V������U+ ��'��
��

µ1,A = supF(A)

���� F(A) = {µ ∈ R : det ((λ1 − λ)I − A) ̸= 0 ∀λ < µ}-
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������/
��
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�� U	���� ����	�U��� U ������� �� �����
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1�	���4 ���� C����G ��� (u, v) ∈
�
W 1,p

0 (Ω)
2

� �
G ��	���� �� �����
G
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u = v = 0 ; x ∈ ∂Ω

���� g1, g2 ��� ����"�� 7G�G�������� �G�� ���

max {|g1(x, s, t)|, |g2(x, s, t)|} ≤ C (1 + |s|σ1 + |t|σ2)

G�G 1 < σi ≤ p − 1) i = 1, 2 � (s, t) ∈ R2
) ����� (u, v) ∈

�
C1,α

0 (Ω)
2

) 0 < α < 1+ 5	�


�����) ��

max {|g1(x, s, t)|, |g2(x, s, t)|} ≤ C

����� ∥(u, v)∥
(C1,α

0 (Ω))
2 < M(C)+

����� &���-�
�	 �	 #����	 
+�+ (����+�

I� �"��
�� ����	�U��� ��U��
 �
U ��	U��� ����� U ��"���� (IV ) �� M����
U 1-0 W�


� ��V	�
U �� U����U	��- =�
��U
�� W�
 U ��'����� �� M ,
U���� ��� �����	U�-

'������	 ���� @G�G 1 ≤ k ≤ N �����G
�� �� Bk G 
G���� �H���G ���G��� G� (N − k)

	���G� � I�	��G� �G 
G���� B+ 8���
�� ��� B = (bij) � �
G M *
G���� ��� �����	G� ��

bij ≤ 0 G�G i ̸= j) bii > 0 � detBk > 0 G�G 1 ≤ k ≤ N +

L��U
 λ1 � ��
���� U����U	�� �� (−∆p,W
1,p
0 (Ω))+ φ1 U U��������� ������U � �� ���
U

�������U U���W�U�U U λ1- L��U I = (δij) U 
U���� �������U�� � A = (aij) �
U 
U����

U�V������U+ ��'��
��

µ1,A = supF(A)

���� F(A) = {µ ∈ R : det ((λ1 − λ)I − A) ̸= 0 ∀λ < µ}-
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I �"��
� ����	�U�� ���� �
U ��	U��� ����� U 
U���� �� �
 �����
U W�
 U ������U��

�U� ��	��$�� ����� �����
U+ � ��U ��
�����U��� ��� ��� ��W����U�U �
 S/7T-

1�	���4 ���� C����G ��� p ∈ (1,∞)) Ω ���G �
 ��
 ��� 	�
��G�� �
 RN
I��G ��������G

� �� I	G��� C2,α
G�G G	��
 α < p−1+ C����G �G
H�
 ��� �� I��%I������ aij) 1 ≤ i, j ≤

N ��� I����G���� �G����G����� aii < 0 � aij ≥ 0 G�G i ̸= j+ 9���� � ��H	�
G �� G����G	��





−∆pui =
N
j=1

aijΨp(uj) + ΛΨp(ui) ; x ∈ Ω

ui = 0 ; x ∈ ∂Ω

��
 �
G �
G ��	���� ������G 	�
��G�G Φ1 G���I�G�G I�
 �
 G����G	�� Λ ∈ R ��) �

��
���� ��) Λ = µ1,A+ >���� IG�� ��
�� ��� Φ1 � #��IG G 
���� �� �
 
#	��	� ��IG	G�

�������) Φi
1 = c

1
p−1

i φ1) ���� c = (c1, ..., cN) ∈ int(RN
+ ) �G����G� ((λ1 − µ1,A)I − A) cT = 0+

1�	���4 ���� ([,2], ������� 8) C����G ��� aij ≥ 0 G�G i ̸= j � gi ∈ Lp
′
(Ω)+ 9���� �

��H	�
G 


−∆pui =
N
j=1

aij|uj|p−2uj + gi ; x ∈ Ω

ui = 0 ; x ∈ ∂Ω

�G����G� � @���I �� �� =���
� ��) � ��
���� ��) (λ1I − A) � �
G M *
G���� ��� �����	G�+

L������� � 
��
� �UW!�W���� �
 ([/], ���	��� 2.8) #��,�� ���U� � �������� ����	,

�U��-

1�	���4 �� � ([,], ������� 2.8) C��G
 f1, f2 ≥ 0) ��� �����G�� � αa + βd ≥ λ1) G�G

α, β ≥ 0 � α + β = 1+ C� b, c ≥ 0) ����� � �����
G




−∆pu1 ≥ a|u1|p−2u1 + b|u2|p−2u2 + f1 ; x ∈ Ω

−∆pu2 ≥ c|u1|p−2u1 + d|u2|p−2u2 + f2 ; x ∈ Ω

u1 = u2 = 0 ; x ∈ ∂Ω

��� ��
 ��	���� ������G+

-5����4��	 ��!� >��� ���) �	� D����
G .+0) µ1,A ≤ λ1(∆p+A) G�G A = (aij)) aii < 0

� aij ≥ 0) i ̸= j+ <���) ����
�� ��� E(A),F(A) ̸= ∅) � ����� E(A),F(A) ������G	��

	�
��G��� �������
����) ����� ��� λ1(∆p+A) ���� H�
 ��%����+ 5���
) I�
 G� ��!�����

��H�� A1 � A2 ��
�� ��� λ1(∆p + Ai)) i = 1, 2 ����� H�
 ��%�����+
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J��W��U��
�� �� �"��
� ���	�U�� U�U ���U�
�� �
U ����
U���U U ����� U�U U���

���U���U �� �
U ������U	 ��	���� �� �����
U (St)- ; ��
�����U��� ��� ��� ��W����U�U

W�
 �� ���U	��� �
 S07T-

1�	���4 ��"� C��G
 Ω �
 GH���� �� RN
) f ∈ C

�
Ω× R× R


� v ∈ W 1,p

0 (Ω) ∩ C(Ω)+

C����G ��� u ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ C(Ω) � �
G ��	���� ��

∆pu ≤ g(x, u, v) emΩ.

C� x0 ∈ Ω � φ ∈ C2(Ω) ��� �G�� ��� Dφ(x0) ̸= 0) u(x0) = φ(x0) � u ≥ φ �
 �
G

������G��G �� x0) �����

∆pφ(x0) ≤ g(x0, u(x0), v(x0)).

����� % %
��+�	� H �+ �	��+ �+��-�+�

I �"��
� ����	�U�� ��� 
����U�� �	�� WU��� ��WU	U���- ; ��
�����U��� ����� U� ����U�

�� M����
U 7 � M����
U 9 �
 S/5T- N�U��
�� ���� ����	�U�� U�U �U�U���� U ����� �W�U

�U ��
���U ��	���� U�U � �����
U (St)-

+��4 ����� C��G C > 0 �G�� �
 (I)) ����� � �����
G

(S∗)




−∆pu1 + C|u1|p−2u1 = g1(x) ; x ∈ Ω

−∆pu2 + C|u2|p−2u2 = g2(x) ; x ∈ Ω

u1 = u2 = 0 ; x ∈ ∂Ω

G�
��� �
G #��IG ��	���� u = (u1, u2) ∈
�
W 1,p

0 (Ω)
2

) G�G ���G G = (g1, g2) ∈ (L∞(Ω))2+

5	�
 �����) � ���G��� H : (L∞(Ω))2 →
�
C1

0(Ω)
2

��%���� ��

H(g1, g2) = (H1(g1),H2(g2))

���� Hi : L
∞(Ω) → C1

0(Ω)) �G�� �� Hi(gi) = ui �� � �! �� ui � ��	���� ��

−∆pui + C|ui|p−2ui = gi(x)

� ������G
���� I���I���� � I�
GI��+ C� S ⊂ (L∞(Ω))2 � 	�
��G�� �G ���	���G �� (Lp(Ω))2

�������G �	� �
����� L∞(Ω) → Lp(Ω)) ����� � ���G��� HS : S →
�
C1

0(Ω)
2

: g → H(g)

� I��� ���+
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 �
G

������G��G �� x0) �����

∆pφ(x0) ≤ g(x0, u(x0), v(x0)).

����� % %
��+�	� H �+ �	��+ �+��-�+�
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� ����	�U�� ��� 
����U�� �	�� WU��� ��WU	U���- ; ��
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�� ���� ����	�U�� U�U �U�U���� U ����� �W�U

�U ��
���U ��	���� U�U � �����
U (St)-

+��4 ����� C��G C > 0 �G�� �
 (I)) ����� � �����
G

(S∗)




−∆pu1 + C|u1|p−2u1 = g1(x) ; x ∈ Ω

−∆pu2 + C|u2|p−2u2 = g2(x) ; x ∈ Ω

u1 = u2 = 0 ; x ∈ ∂Ω

G�
��� �
G #��IG ��	���� u = (u1, u2) ∈
�
W 1,p

0 (Ω)
2

) G�G ���G G = (g1, g2) ∈ (L∞(Ω))2+

5	�
 �����) � ���G��� H : (L∞(Ω))2 →
�
C1

0(Ω)
2

��%���� ��

H(g1, g2) = (H1(g1),H2(g2))

���� Hi : L
∞(Ω) → C1

0(Ω)) �G�� �� Hi(gi) = ui �� � �! �� ui � ��	���� ��

−∆pui + C|ui|p−2ui = gi(x)

� ������G
���� I���I���� � I�
GI��+ C� S ⊂ (L∞(Ω))2 � 	�
��G�� �G ���	���G �� (Lp(Ω))2

�������G �	� �
����� L∞(Ω) → Lp(Ω)) ����� � ���G��� HS : S →
�
C1

0(Ω)
2

: g → H(g)

� I��� ���+

C9��? .+- ∗ @��	�
��G��� 2.

8�
�����G���+ H��� ��� ���
�� ��W����� � �����
U (S∗) �U ���
U 
U���W�U	+

(SG)





−∆pu = AΨpu+G(x) ; x ∈ Ω

u = 0 ; x ∈ ∂Ω

W�
 A = (aij)+ aii = −C � aij = 0+ i ̸= j+ Ψpu = (|u1|p−2u1, |u2|p−2u2)
T

� G(x) =

(g1(x), g2(x))
T
- M�
�� ��� U 
U���� λ1I − A � �
U G,
U���� ��� �����	U� 	���+ � JU���

/ �� M����
U 7 �
 S/5T �U�U��� U ����� �W�U �� ��V,������	���� U�U (SG)-

)?���� �W�U* L��U A = [ϕ1, ϕ2] �
 W������� �� ����$�� φ �


�
C1

0(Ω)
2
+ �U�� ���+ ϕ1 ≤ φ ≤

ϕ2+ ���� ϕ1, ϕ2 ��� U� ��V ������	���� ������U� �� (SG) ����W���U
����- =��������

AR = A∩BR+ ���� BR � U V�	U �� �U�� R �


�
C1

0(Ω)
2
- J�	� �U�� �� ϕ1(x) � ϕ2(x)

����
 ��V � ���� ��	��$�� ������U�+ �
U ��	���� u �� (S∗) ���� �� �������� �� A-

F��� U�U R ��'W�����
���� ��U��� �V��
�� ���

deg (I − P,AR, 0) = 1,

���� P : AR →
�
C1

0(Ω)
2

� ��'���� �� Pu = K (G+ AΨpu) ����+ K : (L∞(Ω))2 →�
C1

0(Ω)
2

� �U�� �� KG = u �� � ��
���� �� u = (u1, u2) � ��	���� ��




−∆pu = G(x) ; x ∈ Ω

u = 0 ; x ∈ ∂Ω

)N��W��U��* L��U
 u � v ��	��$�� �� (SG)+ ���� �




−∆pu = AΨpu+G(x)

−∆pv = AΨpv +G(x)

u = v = 0

��
�� ���



Ω


−∆pu

up−1
+

−∆pv

vp−1


[up − vp] =



Ω

A


Ψpu

up−1
− Ψpv

vp−1


[up − vp] ≤ 0

J�� ����� 	U��+ �	� M����
U 5 �
 S/5T ����
�� ���



Ω


−∆pu

up−1
+

−∆pv

vp−1


[up − vp] > 0

�� u, v > 0+ u ̸= kv- F���+ W��W	��
�� ��� u = kv � ��V��������� �
 (SG) ��
��

��� k = 1-



C9��? .+. ∗ 8�
�����G��� �� D����
G .+, 2/

J���U���+ � ��V	�
U (S∗) � ���WU
���� ����	���	 U�U WU�U G = (g1, g2) ∈ (L∞(Ω))2 � �

���U��� ��	���� H : (L∞(Ω))2 →
(
W 1,p

0 (Ω)
)2

� ������U
���� W���W����-

)=���!����U��* L��U {gn} �
U ���� �W�U 	�
��U�U �
 (L∞(Ω))2 � wn = Hgn+ 	���

−∆pw
n = AΨpw

n + gn(x) ; x ∈ Ω

J�	� F�
U 1-1 wn ∈
(
C1

0(Ω)
)2

W�
 ∥wn∥
(C1

0 (Ω))
2 < M(C)- =�
� U �
�����

(
C1,α

0 (Ω)
)2

→
(
C1,β

0 (Ω)
)2

� W�
UW�U U�U 0 ≤ β < α+ U��U��� U �
U ��V���� �W�U �� ��W����,

���+ Hgn → w �


(
C1,β

0 (Ω)
)2

	���+ H : (L∞(Ω))2 →
(
C1

0(Ω)
)2

� W�
UW��- L��U

S ⊂ (L∞(Ω))2 � (L∞(Ω))2,	�
��U�� �U ���	���U �� (Lp(Ω))2 �������U �	� �
�����

(L∞(Ω))2 → (Lp(Ω))2- L����U ��� HS : S →
(
C1

0(Ω)
)2

��� ���U W���!��U+ �����

������ �
U ���� �W�U (gn) ⊂ S W���������� �
 (Lp(Ω))2 U�U U	��
U g ∈ S � �U	 ���

∥Hgn −Hg∥
(C1

0 (Ω))
2 ≥ δ U�U �
 δ > 0 W����������- >���� ��� (Hgn) � 	�
��U�U

�


(
W 1,p

0 (Ω)
)2
+ U��U��� U �
U ��V���� �W�U �� ��W�������+ Hgn → u �����
����

�


(
C1

0(Ω)
)2
- JU��U��� U� 	�
��� �


−∆pHgn = AΨp(Hgn) + gn(x) ; x ∈ Ω Hgn = 0 ; x ∈ ∂Ω

W��W	��
�� ��� u �U����U� U ���U��� 
U���W�U	

−∆pu = AΨpu+ g(x) ; x ∈ Ω u = 0 ; x ∈ ∂Ω

� �	U ���W��U�� �U� ��	��$��+ ����� ��� u = Hg- I ��� ���U �
U W����U����� W�


� �U�� �� ��� 0 < δ ≤ lim inf ∥Hgn −Hg∥
(C1

0 (Ω))
2 = 0-

□

���  ������
/��� �� ,��
��/ ���

H���U ����� 
����U��
�� ��� � �����
U (St) U�
��� �	� 
���� �
U ��	����+ U�U

����+ �U��
�� ��� �U �����U �� ��U� �� F��U�,LW�U����- H��� ��� ����	��� � ��V	�
U (St)

� �����U	���� U 
����U� U ����� �W�U �� �
U ��	���� U�U � �������� �����
U �� ���U�$��
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� ������U
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��U�U �
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−∆pw
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 ∥wn∥
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���+ Hgn → w �
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)2

��� ���U W���!��U+ �����

������ �
U ���� �W�U (gn) ⊂ S W���������� �
 (Lp(Ω))2 U�U U	��
U g ∈ S � �U	 ���

∥Hgn −Hg∥
(C1

0 (Ω))
2 ≥ δ U�U �
 δ > 0 W����������- >���� ��� (Hgn) � 	�
��U�U

�


(
W 1,p

0 (Ω)
)2
+ U��U��� U �
U ��V���� �W�U �� ��W�������+ Hgn → u �����
����

�


(
C1

0(Ω)
)2
- JU��U��� U� 	�
��� �


−∆pHgn = AΨp(Hgn) + gn(x) ; x ∈ Ω Hgn = 0 ; x ∈ ∂Ω

W��W	��
�� ��� u �U����U� U ���U��� 
U���W�U	

−∆pu = AΨpu+ g(x) ; x ∈ Ω u = 0 ; x ∈ ∂Ω

� �	U ���W��U�� �U� ��	��$��+ ����� ��� u = Hg- I ��� ���U �
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� �U�� �� ��� 0 < δ ≤ lim inf ∥Hgn −Hg∥
(C1

0 (Ω))
2 = 0-

□

���  ������
/��� �� ,��
��/ ���

H���U ����� 
����U��
�� ��� � �����
U (St) U�
��� �	� 
���� �
U ��	����+ U�U

����+ �U��
�� ��� �U �����U �� ��U� �� F��U�,LW�U����- H��� ��� ����	��� � ��V	�
U (St)

� �����U	���� U 
����U� U ����� �W�U �� �
U ��	���� U�U � �������� �����
U �� ���U�$��

C9��? .+. ∗ 8�
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(S
′
)





u1 = H1 (f1(x, u1, u2) + C|u1|p−2u1 + t1ϕ1 + h1)

u2 = H2 (f2(x, u1, u2) + C|u2|p−2u2 + t2ϕ2 + h2)

���� H1,H2 ��� �U��� �� F�
U 1-/.- ;	�
 �����+ ���� ��� � �����
U (S
′
) ��� ��� ��W����

�U ���
U 
U���W�U	

u = H

f(x, u1, u2) + Ψp(u) + tϕ+ h


)1-/*

���� u = (u1, u2)+ f(x, u) = (f1(x, u1, u2), f2(x, u1, u2))+

Ψp(u) :=
�
C|u1|p−2u1, C|u2|p−2u2



�����+ tϕ = (t1ϕ1, t2ϕ2)+ h = (h1, h2)-

����� %,����+���� �	,�� (	������ �� *��-	���+��

; �����U U�U ���U ��V�����+ � ����W�U� �
 ����	�U�� ��V�� ��	���� �� ���W����U��+

� ��U	 ���� ��U�� U�U �V��� �
U 	�
��U��� U�U U��� ���U���U �� �
U ������U	 ��	����

�� (St)+ ���U	��� ��V�� U ��
�����U��� � �
 U������U
���� ��V�� �����U �� ��	��$�� ��

���W����U�� ��� ��� ��W����U�� �
 S/2T + ���U �U
V�
 S07T- =�
��U��
�� W�
 U	��
U�

��'���$��-

'������	 ����� C��G
 Ω ⊂ RN
GH����) G : S(N)× RN − {0} → R ���G��� I��� ��� �

g �
G ������ I��� ��G ��%���G ��H�� RN × R+

�( u ∈ C(Ω) � �
G ��H��	���� �� ���I����G�� ��

G
�
D2u,Du


= g(x, u)

�� G�G IG�G x0 ∈ Ω) �
G �G� ��������� I�����"�� � �G�������G3

* �� ������ �
G H�	G GH���G Bδ(x0) ⊂ Ω) δ > 0) ��H�� G ��G	 u � I����G���) u = c

� g(x, u) ≤ 0) ∀x ∈ Bδ(x0)+

* �� G�G ���G φ ∈ C2(Ω) �G	 ��� φ(x0) = u(x0)) φ ≥ u �
 �
G ������G��G �� x0

� Dφ(x0) ̸= 0) ��
��

G
�
D2φ(x0), Dφ(x0)


≥ g(x0, u(x0)).
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��( u ∈ C(Ω) � �
G ������	���� �� ���I����G�� ��

G
�
D2u,Du


= g(x, u)

�� G�G IG�G x0 ∈ Ω) �
G �G� ��������� I�����"�� � �G�������G3

* �� ������ �
G H�	G GH���G Bδ(x0) ⊂ Ω) δ > 0) ��H�� G ��G	 u � I����G���) u = c

� g(x, u) ≥ 0) ∀x ∈ Bδ(x0)+

* �� G�G ���G φ ∈ C2(Ω) �G	 ��� φ(x0) = u(x0)) φ ≤ u �
 �
G ������G��G �� x0

� Dφ(x0) ̸= 0) ��
��

G
�
D2φ(x0), Dφ(x0)


≤ g(x0, u(x0)).

���( u ∈ C(Ω) � �
G ��	���� �� ���I����G�� �� � G� 
��
� ��
� ��H � ������	���� ��

���I����G��+

JU�U � WU�� �� �����
U+ ��
�� U �������� ��'����� �� ��	��$�� �� ���W����U��8

'������	 ����� C��G
 Ω ⊂ RN
GH����) G : S(N)×RN −{0} → R ���G��� I��� ��� � g

�
G ������ I��� ��G ��%���G ��H�� RN ×Rm
+ 8���
�� ��� u = (u1, ..., um) ∈ C (Ω,Rm)

� �
G ��	���� �� ���I����G�� �� �����
G




Gi (D
2ui, Dui) = gi(x, u) em Ω

i = 1, ...,m

�� G�G IG�G i ∈ {1, ...,m}) ui � ��	���� �� ���I����G�� �G ���G���

Gi

�
D2ui, Dui


= gi(x, u)

I �"��
� �����
U ���� %��	 U�U �V���
�� ����
U���U� U ����� U�U U U��� ���U���U

�� �
U ������U	 ��	���� �� (St)+ U ��
�����U��� ��� ��� ��W����U�U �
 S07T-

1�	���4 ����� C��G u ∈ C
�
Ω,Rm


�
G ������	���� �� ���I����G�� �� �����
G




∆pui +
m
j=1

aijψp(uj) = fi(x) ; x ∈ Ω

i = 1, ...,m



C9��? .+. ∗ 8�
�����G��� �� D����
G .+, 21

��( u ∈ C(Ω) � �
G ������	���� �� ���I����G�� ��

G
�
D2u,Du


= g(x, u)

�� G�G IG�G x0 ∈ Ω) �
G �G� ��������� I�����"�� � �G�������G3

* �� ������ �
G H�	G GH���G Bδ(x0) ⊂ Ω) δ > 0) ��H�� G ��G	 u � I����G���) u = c

� g(x, u) ≥ 0) ∀x ∈ Bδ(x0)+

* �� G�G ���G φ ∈ C2(Ω) �G	 ��� φ(x0) = u(x0)) φ ≤ u �
 �
G ������G��G �� x0

� Dφ(x0) ̸= 0) ��
��

G
�
D2φ(x0), Dφ(x0)


≤ g(x0, u(x0)).

���( u ∈ C(Ω) � �
G ��	���� �� ���I����G�� �� � G� 
��
� ��
� ��H � ������	���� ��

���I����G��+

JU�U � WU�� �� �����
U+ ��
�� U �������� ��'����� �� ��	��$�� �� ���W����U��8

'������	 ����� C��G
 Ω ⊂ RN
GH����) G : S(N)×RN −{0} → R ���G��� I��� ��� � g

�
G ������ I��� ��G ��%���G ��H�� RN ×Rm
+ 8���
�� ��� u = (u1, ..., um) ∈ C (Ω,Rm)

� �
G ��	���� �� ���I����G�� �� �����
G




Gi (D
2ui, Dui) = gi(x, u) em Ω

i = 1, ...,m

�� G�G IG�G i ∈ {1, ...,m}) ui � ��	���� �� ���I����G�� �G ���G���

Gi

�
D2ui, Dui


= gi(x, u)

I �"��
� �����
U ���� %��	 U�U �V���
�� ����
U���U� U ����� U�U U U��� ���U���U

�� �
U ������U	 ��	���� �� (St)+ U ��
�����U��� ��� ��� ��W����U�U �
 S07T-

1�	���4 ����� C��G u ∈ C
�
Ω,Rm


�
G ������	���� �� ���I����G�� �� �����
G




∆pui +
m
j=1

aijψp(uj) = fi(x) ; x ∈ Ω

i = 1, ...,m
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���� f = (f1, f2, ..., fm)) I�
 fi ∈ LN(Ω)∩C(Ω) � A = (aij) ∈ S(m) �G����G� aij ≥ 0 G�G

���� i ̸= j �

m∑
j=1

aij ≤ 0 G�G ���� i = 1, ...,m+ 9����

− inf
Ω

{min {u1, ..., um}} ≤ sup
∂Ω

{
max

{
(u1)

−, ..., (um)
−}}+ Cdiam(Ω)

∥∥∥f̃
∥∥∥

1
p−1

LN (Ω)

����� f̃ = max
{
f+
1 , ..., f

+
m

}
+

����� '����+�	� ������+���

G����U��
�� ��� U ���U��� 
U���W�U	 )1-/* ��
 �	� 
���� �
U ��	���� U�U U	��
 t �

U�U ����+ ��W��U��
�� ��� �"��
�� ����	�U��� ��� ��� U�U�U�$�� U�U � WU�� 
U���W�U	

��� ����	�U��� �
 ([0/], ����
 � � �)-

+��4 ����� @G�G IG�G R1 > 0 �G��) ������ �
 �#
��� ��G	 T = T (R1) �G	 ���

v ̸= H
(
τ
(
f(x, v) + Ψ̃p(v) + tϕ+ h

))
)1-0*

G�G ���G v ∈
(
C1

0(Ω)
)2

I�
 ∥v+∥
(C1

0 (Ω))
2 = R1) ∀τ ∈ [0, 1]) ∀t ≤ Te) ���� e = (1, 1)+

8�
�����G���+ L����U �� UV����� ��� ����U
 ���� �W�U� {vn} ⊂
(
C1

0(Ω)
)2

W�


∥∥(vn)+∥∥
(C1

0 (Ω))
2 = R1,

{τn} ⊂ [0, 1] � {tn} ⊂ R2
+ tni → −∞+ i = 1, 2+ �U	 ���

vn = H
(
τn

(
f(x, vn) + Ψ̃p(v

n) + tnϕ+ h
))

)1-1*

��U��� U ��"���� (I) �V��
��+

fi(x, s1, s2) + C|si|p−2si ≤ C|si|p−2si + |fi(x, s1, s2)|

≤ C|si|p−2si + C + C|s1|p−1 + C|s2|p−1

= C + C|si|p−1
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U�U si ≤ 0- ;���
+ U�U U ���� �W�U vn ��
��

τn


f(x, vn) + Ψp(v

n) + tnϕ+ h

≤ τn


f(x, (vn)+) + Ψp(v

n)+ + C + C|(vni )+|p−1 + tnϕ+ h


≤ τn(M + tnϕ+ h) ≤ M + tnϕ+ h.

����+ M = (M1,M2) = max
x∈Ω,(vn)+∈[0,R1]2


f(x, (vn)+) + Ψp((v

n)+) + C + C|(vni )+|p−1

- L�,

��� ���

vn ≤ H(M + tnϕ+ h)

L��U wn = H(M + tnϕ+ h)+ �� ���U wn
�U����U�

−∆pw
n + Ψp(w

n) = (M + tnϕ+ h)

>�'�U sn = (sn1 , s
n
2 ) �U	 ��� tn = (|sn1 |p−2sn1 , |sn2 |p−2sn2 )+ U���





−∆p(
wn

1

sn1
) + C|w

n
1

sn1
|p−2(

wn
1

sn1
) = (M1

tn1
+ ϕ1 +

h1

tn1
)

−∆p(
wn

2

sn2
) + C|w

n
2

sn2
|p−2(

wn
2

sn2
) = (M2

tn2
+ ϕ2 +

h2

tn2
)

F���+

�
M
tn

+ ϕ+ h
tn


:=


M1

tn1
+ ϕ1 +

h1

tn1
, M2

tn2
+ ϕ2 +

h2

tn2


→ ϕ+ ��U��� tni → −∞- J�	�

F�
U 1-/. ��
�� ��� H � �����
���� W���W���� � W���!���+ 	���

wn

sn
→ H(ϕ1, ϕ2) > 0.

�� ���� ����� ��� wn < 0- F��� (vn)+ = 0+ W����U������� � �U�� �� ��� ∥(vn)+∥
(C1

0 (Ω))
2 =

R1- □

I �������� W���	���� � �
U W������ �W�U �
���U�U �� �����
U ��� ��
 �
 ������U+ �

W��U ��
����U��� ���� ����U U�U�U��� U� ����U� �� S06T-

&	�	����	 ����� C��G t = (t1, t2) ∈ R2
) ti < 0) i = 1, 2 %��+ 9���� ������ R2 > 0 �G	 ���

v ̸= H

τ

f(x, v) + Ψp(v) + tϕ+ h


)1-2*

G�G ���G v ∈
�
C1

0(Ω)
2

I�
 ∥v−∥
(C1

0 (Ω))
2 = R2) ∀τ ∈ [0, 1]+

1�	���4 ����� C��G t = (t1, t2) ∈ R2
) ti < 0) i = 1, 2 %��+ C� u ∈

�
W 1,p

0 (Ω)
2

� �
G

��	���� �G ���G��� '.+,() ����� ������ M > 0 �G	 ��� ∥u−∥(L∞(Ω))2 ≤ M +
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U�U si ≤ 0- ;���
+ U�U U ���� �W�U vn ��
��

τn


f(x, vn) + Ψp(v

n) + tnϕ+ h

≤ τn


f(x, (vn)+) + Ψp(v

n)+ + C + C|(vni )+|p−1 + tnϕ+ h


≤ τn(M + tnϕ+ h) ≤ M + tnϕ+ h.

����+ M = (M1,M2) = max
x∈Ω,(vn)+∈[0,R1]2


f(x, (vn)+) + Ψp((v

n)+) + C + C|(vni )+|p−1

- L�,

��� ���

vn ≤ H(M + tnϕ+ h)

L��U wn = H(M + tnϕ+ h)+ �� ���U wn
�U����U�

−∆pw
n + Ψp(w

n) = (M + tnϕ+ h)

>�'�U sn = (sn1 , s
n
2 ) �U	 ��� tn = (|sn1 |p−2sn1 , |sn2 |p−2sn2 )+ U���





−∆p(
wn

1

sn1
) + C|w

n
1

sn1
|p−2(

wn
1

sn1
) = (M1

tn1
+ ϕ1 +

h1

tn1
)

−∆p(
wn

2

sn2
) + C|w

n
2

sn2
|p−2(

wn
2

sn2
) = (M2

tn2
+ ϕ2 +

h2

tn2
)

F���+

�
M
tn

+ ϕ+ h
tn


:=


M1

tn1
+ ϕ1 +

h1

tn1
, M2

tn2
+ ϕ2 +

h2

tn2


→ ϕ+ ��U��� tni → −∞- J�	�

F�
U 1-/. ��
�� ��� H � �����
���� W���W���� � W���!���+ 	���

wn

sn
→ H(ϕ1, ϕ2) > 0.

�� ���� ����� ��� wn < 0- F��� (vn)+ = 0+ W����U������� � �U�� �� ��� ∥(vn)+∥
(C1

0 (Ω))
2 =

R1- □

I �������� W���	���� � �
U W������ �W�U �
���U�U �� �����
U ��� ��
 �
 ������U+ �

W��U ��
����U��� ���� ����U U�U�U��� U� ����U� �� S06T-

&	�	����	 ����� C��G t = (t1, t2) ∈ R2
) ti < 0) i = 1, 2 %��+ 9���� ������ R2 > 0 �G	 ���

v ̸= H

τ

f(x, v) + Ψp(v) + tϕ+ h


)1-2*

G�G ���G v ∈
�
C1

0(Ω)
2

I�
 ∥v−∥
(C1

0 (Ω))
2 = R2) ∀τ ∈ [0, 1]+

1�	���4 ����� C��G t = (t1, t2) ∈ R2
) ti < 0) i = 1, 2 %��+ C� u ∈

�
W 1,p

0 (Ω)
2

� �
G

��	���� �G ���G��� '.+,() ����� ������ M > 0 �G	 ��� ∥u−∥(L∞(Ω))2 ≤ M +
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8�
�����G���+ L��U (u1, u2) �
U ��	���� �U ���U��� )1-/*+ ��
�� ���

∆pui + fi(x, u1, u2) = −tiϕi − hi ≤ −ti ∥ϕi∥∞ + ∥hi∥∞ ≤ mti

���� mti = maxi {−ti ∥ϕi∥∞ + ∥hi∥∞}+ i = 1, 2- N�U��� � �U�� �� ��� fi � ��U��,


��"���U+ ��
�� ���

f1(x, u1,−u−
2 ) ≤ f1(x, u1, u2) e f2(x,−u−

1 , u2) ≤ f2(x, u1, u2),

	���

(Smti
)





∆pu1 ≤ mti − f1(x, u1,−u−
2 ) em Ω

∆pu2 ≤ mti − f2(x,−u−
1 , u2) em Ω

u1 = u2 = 0 sobre ∂Ω

G����U��
�� ��� (u1, u2) � ������	���� �� ���W����U�� �� (Smti
)- L��U x0 ∈ Ω ��U	����-

L� u1 = k W����U��� �
 �
U ������U��U Bδ(x0) �� x0+ ����� ��� mti − f1(x, k,−u−
2 ) ≥

∆pu1 = 0 �
 Bδ(x0)- L� u1 ��� � W����U��� �
 �
U ������U��U �� x0+ W�������� φ ∈ C2(Ω)

�U	 ��� Dφ(x0) ̸= 0+ φ(x0) = u1(x0)+ φ ≤ u1 �
 �
U ������U��U �� x0- ?���� �	�

M����
U 1-7 ����� ���

∆pφ(x0) ≤ mti − f1(x0, u1(x0),−u−
2 (x0)).

@U����� ��
�����U��� U��	��U U�U u2 �V��
�� ��� (u1, u2) � ������	���� �� ���W����U��

�� (Smti
)- ;	�
 �����+ W�
� −u−

i ≤ 0+ i = 1, 2 � fi(x, 0, 0) = 0+ ����� ���

mti − f1(x, 0,−u−
2 ) ≥ 0 , mti − f2(x,−u−

1 , 0) ≥ 0

	���+ (0, 0) � ������	���� �� ���W����U�� �� (Smti
)- =�
� � ���!
� �� ��U� ������	��$��

�� ���W����U�� � ������	���� �� ���W����U��+ ��
�� ��� w = min {(0, 0), (u1, u2)} =

(−u−
1 ,−u−

2 ) � ������	���� �� ���W����U�� �� (Smti
)-

;���U ���U��
�� ��� (−u−
1 ,−u−

2 ) � ������	���� �� ���W����U�� ��




∆pu1 + a11ψp(u1) + a12ψp(u2) = mti + b1 em Ω

∆pu2 + a21ψp(u1) + a22ψp(u2) = mti + b1 em Ω

u1 = u2 = 0 sobre ∂Ω

>� �U��+ ���U x0 ∈ Ω U�V�������- L� −u−
1 = k W����U��� �
 Bδ(x0)+ ��
�� �	U ��"����

(IV ) � �	� �U�� �� ��� (−u−
1 ,−u−

2 ) � ������	���� �� (Smti
) ���

mti + b1 − a11ψp(k)− a12ψp(−u−
2 ) ≥ mti − f1(x,−u−

1 ,−u−
2 ) ≥ 0 em Bδ(x0).
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L����U
�� ��� −u−
1 ��� � W����U��� �
 �
U ������U��U �� x0+ W�������� φ ∈ C2(Ω)

�U	 ��� Dφ(x0) ̸= 0+ φ(x0) = −u−
1 (x0)+ φ ≤ −u−

1 �
 �
U ������U��U �� x0- =�
�

(−u−
1 ,−u−

2 ) � ������	���� �� (Smti
) � �	U ��"���� (IV ) ����� ���

∆pφ(x0) ≤ mti − f1(x0,−u−
1 (x0),−u−

2 (x0)) ≤ mti + b1 − a11ψp(k)− a12ψp(−u−
2 )

J��W������ �� ���
U U��	��U U�U U ������U ���U��� �V��
�� U U'�
U���-

>���U ���
U+ �	� M����
U 1-/1 ��
�� ���

− inf
Ω

{
min

{
−u−

1 ,−u−
2

}}
≤ sup

∂Ω

{
max

{
(−u−

1 )
−, (−u−

2 )
−}}+ Cdiam(Ω) ∥mti + b1∥

1
p−1

LN (Ω)

=�
� (u1, u2) � ��	���� �� �����
U (St) ��
�� ��� u1 = u2 = 0 ��V�� ∂Ω- ;	�
 �����+

− inf
Ω

{
min

{
−u−

1 ,−u−
2

}}
= − inf

Ω

{
−max

{
u−
1 , u

−
2

}}

= sup
Ω

{
max

{
u−
1 , u

−
2

}}
=

∥∥u−∥∥
(L∞(Ω))2

J���U��� ∥u−∥(L∞(Ω))2 ≤ M - □

�����  	�-����	 �+ !��	���+��	 �	 )�	���+ ���

>U�� R1 > 0+ '��
�� t ≤ T (R1)e W�
 T (R1) �U�� �	� F�
U 1-/2 � W�������� R2 > 0

�U�U����� �� =���	���� 1-/3- =�������� � W�������

Λ =

{
v ∈

(
C1

0(Ω
)2
) :

∥∥v+∥∥
(C1

0 (Ω)
2 < R1 ,

∥∥v−∥∥
(C1

0 (Ω)
2 < R2

}

H��� ��� Λ � �
 W������� UV���� �


(
C1

0(Ω)
)2

W������� 0- J�	� F�
U 1-/2 � =���	����

1-/3 ��
�� ���

v ̸= H
(
τ
(
f(x, v) + Ψ̃p(v) + tϕ+ h

))
∀v ∈ ∂Λ,

F���+ �	U ���U����W�U ��
��"�WU �� ��U� �� F��U�,LW�U���� ����� ���

deg
(
I −H

(
f(x, v) + Ψ̃p(v) + tϕ+ h

)
,Λ, 0

)
= deg (I,Λ, 0) = 1.

�� ���� ����� ��� ������ v ∈ Λ �U	 ���

v = H
(
f(x, v) + Ψ̃p(v) + tϕ+ h

)

� ���U���+ ������ t = (t1, t2) ≤ T (R1)e �U	 ��� � ����
U (St) ����� �	� 
���� �
U

��	����-
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L����U
�� ��� −u−
1 ��� � W����U��� �
 �
U ������U��U �� x0+ W�������� φ ∈ C2(Ω)

�U	 ��� Dφ(x0) ̸= 0+ φ(x0) = −u−
1 (x0)+ φ ≤ −u−

1 �
 �
U ������U��U �� x0- =�
�

(−u−
1 ,−u−

2 ) � ������	���� �� (Smti
) � �	U ��"���� (IV ) ����� ���

∆pφ(x0) ≤ mti − f1(x0,−u−
1 (x0),−u−

2 (x0)) ≤ mti + b1 − a11ψp(k)− a12ψp(−u−
2 )

J��W������ �� ���
U U��	��U U�U U ������U ���U��� �V��
�� U U'�
U���-

>���U ���
U+ �	� M����
U 1-/1 ��
�� ���

− inf
Ω

{
min

{
−u−

1 ,−u−
2

}}
≤ sup

∂Ω

{
max

{
(−u−

1 )
−, (−u−

2 )
−}}+ Cdiam(Ω) ∥mti + b1∥

1
p−1

LN (Ω)

=�
� (u1, u2) � ��	���� �� �����
U (St) ��
�� ��� u1 = u2 = 0 ��V�� ∂Ω- ;	�
 �����+

− inf
Ω

{
min

{
−u−

1 ,−u−
2

}}
= − inf

Ω

{
−max

{
u−
1 , u

−
2

}}

= sup
Ω

{
max

{
u−
1 , u

−
2

}}
=

∥∥u−∥∥
(L∞(Ω))2

J���U��� ∥u−∥(L∞(Ω))2 ≤ M - □

�����  	�-����	 �+ !��	���+��	 �	 )�	���+ ���

>U�� R1 > 0+ '��
�� t ≤ T (R1)e W�
 T (R1) �U�� �	� F�
U 1-/2 � W�������� R2 > 0

�U�U����� �� =���	���� 1-/3- =�������� � W�������

Λ =

{
v ∈

(
C1

0(Ω
)2
) :

∥∥v+∥∥
(C1

0 (Ω)
2 < R1 ,

∥∥v−∥∥
(C1

0 (Ω)
2 < R2

}

H��� ��� Λ � �
 W������� UV���� �


(
C1

0(Ω)
)2

W������� 0- J�	� F�
U 1-/2 � =���	����

1-/3 ��
�� ���

v ̸= H
(
τ
(
f(x, v) + Ψ̃p(v) + tϕ+ h

))
∀v ∈ ∂Λ,

F���+ �	U ���U����W�U ��
��"�WU �� ��U� �� F��U�,LW�U���� ����� ���

deg
(
I −H

(
f(x, v) + Ψ̃p(v) + tϕ+ h

)
,Λ, 0

)
= deg (I,Λ, 0) = 1.

�� ���� ����� ��� ������ v ∈ Λ �U	 ���

v = H
(
f(x, v) + Ψ̃p(v) + tϕ+ h

)

� ���U���+ ������ t = (t1, t2) ≤ T (R1)e �U	 ��� � ����
U (St) ����� �	� 
���� �
U

��	����-
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��� !������1�/ �� �0������ 	/
/ (St)

H���U �����+ W�
��U
�� W�
 �
 ����	�U�� U ������� �U ����� �W�U �� ��V��	���� U�U

� ����
U (St) � W��U ��
�����U��� ��� ��� ������U �U
V�
 �
 S07T- ?
 ������U+ �U��
��

U�U � WU�� �� �����
U � 
����� �U ��V,������	����-

.�	
	����	 ��� � @G�G ���� w = (w1, w2) ∈
�
C1

0(Ω)
2

) t = (t1, t2) ∈ R2
) ������ u =

(u1, u2) ∈
�
C1

0(Ω)
2

��H��	���� �� (St) �G	 ��� u << w+

8�
�����G���+ L��U
 w ∈
�
C1

0(Ω)
2
+ t = (t1, t2) ∈ R2

'���+ 
U� U�V��������- L��U u ∈�
C1

0(Ω)
2

��	���� ��

−∆pu = A1Ψp(u)− d1e+ tϕ+ h, em Ω u = 0 sobre ∂Ω.

���� ��
 ���U �� �����U	��U�� ��
U
�� d1 > 0 ��U��� � ��'W����� U�U −d1+tiϕi+hi <

0+ i = 1, 2- H��� ���+ ����� ��� −d1 + tiϕi + hi ∈ Lp
′
(Ω)+ A1 � �
U 
U���� W����U���U

� λ1I − A1 � �
U M ,
U���� ��� �����	U�+ U ����� �W�U �� �U	 ��	���� � �U�U����U �	�

M����
U 3 �� [7]- ;	�
 �����+ ���
�� ��
U� d1 ��U��� � ��'W����� U�U ��� u << w-

>� �U��+ ���U {dn1} ���� �W�U �U	 ��� dn1 → ∞)��
 ���U �� �����U	��U�� U���
U ���

dn1 > 1* � {un} �
U ���� �W�U �� ��	��$�� ��

−∆pu
n = A1Ψp(u

n)− dn1e+ tϕ+ h, em Ω un = 0 sobre ∂Ω.)1-3*

F���+ �� vn =
un

(dn1 )
1

p−1

=


un
1

(dn1 )
1

p−1

,
un
2

(dn1 )
1

p−1


+ ����� vn � ��	���� ��




−∆pv
n
1 = a11ψp(v

n
1 ) + a12ψp(v

n
2 )− 1 +

t1ϕ1 + h1

dn1
; x ∈ Ω

−∆pv
n
2 = a21ψp(v

n
1 ) + a22ψp(v

n
2 )− 1 +

t2ϕ2 + h2

dn1
; x ∈ Ω

vn1 = vn2 = 0 ; x ∈ ∂Ω

;���U+ ���� ���


2

j=1

aijψp(v
n
j )− 1 +

tiϕi + hi

dn1

 ≤ Mi

�
|vn1 |p−1 + |vn2 |p−1 + 1


para i = 1, 2,

W�
 Mi = Mi(ai1, ai2, ti, ϕi, hi)- J�	� M����
U 1-1 ��
�� ��� (vn1 , v
n
2 ) ∈

�
C1,α(Ω)

2
U�U

U	��
 0 < α < 1+ � ∥(vn1 , vn2 )∥(C1,α(Ω))
2 ≤ M(M1,M2)- F���+ �	U �
����� W�
UW�U
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�
C1,β(Ω)

2
→

�
C1,α(Ω)

2
+ 0 ≤ β < α ��
�� ���+ U 
���� �� ��V���� �W�U+ (vn1 , v

n
2 ) →

(v1, v2) �


�
C1,β(Ω)

2
- J�	� F�
U .-5 ����� ��� (vn1 , v

n
2 ) → (v1, v2) + U ��U	 � ��	���� ��





−∆pv1 = a11ψp(v1) + a12ψp(v2)− 1 ; x ∈ Ω

−∆pv2 = a21ψp(v1) + a22ψp(v2)− 1 ; x ∈ Ω

v1 = v2 = 0 ; x ∈ ∂Ω

J�	� J���W!�� �� G���
� 1-4 ����� ��� vi ≤ 0+ i = 1, 2- =�������U��� WU�U ���U���

��U�U�U
���� � �UV���� ��� aij > 0 U�U i ̸= j+ �V��
��+ U	�WU��� � J���W!�� ��

G���
� �� O������ W�
 β(s) = −aiiψp(s) U�U U i,���
U ���U���+ i = 1, 2+ ��� v << 0-

=�
� vn =
un

(dn1 )
1

p−1

→ v << 0+ ��
�� ��� un
i < 0+

∂un
i

∂ν
< 0 � U���U

∂un
i

∂ν
< 0,

∂un
i

∂ν
→ −∞

��U��� n → ∞-

L���� wi, u
n
i ∈ C1

0(Ω)+ ��
�� ��� ������ n1 ∈ IN �U	 ��� un1
1 < w1 �

∂un1
1

∂ν
<

∂w1

∂ν
-

;�U	��U
���� ������ n2 ∈ IN �U	 ��� un2
2 < w2 �

∂un2
2

∂ν
<

∂w2

∂ν
- L��U n0 = max {n1, n2} �

�U	 ��� dn0
1 > b1+ ���� b1 � �U�� �	U ��"���� (IV )- ?����+ W�
� (un0

1 , un0
2 ) � ��	���� ��

)1-3* ��
�� U�U i = 1, 2+

−∆pu
n0
i =

2
j=1

aijψp(u
n0
j )− bn0

1 + tiϕi + hi

≤
2

j=1

aijψp(u
n0
j )− b1 + tiϕi + hi

≤ fi(x, u
n0) + tiϕi + hi

���� � u = (un0
1 , un0

2 ) � ��V��	���� �� (St) ��� �U����U� u << w- □

I �"��
� ����	�U�� � � 
����� �� ��V � ������	���� U�U �����
U�-

1�	���4 ���!� C��G
 u, u ∈
�
C1(Ω)

2
��H � ������	���� �� (St) ����I���G
���� �G	

��� u ≤ u �
 Ω) I�
 u ≤ 0 ≤ u ��H�� ∂Ω+ 9���� ������ u ∈
�
C1(Ω)

2
��	���� �� (St)

�G	 ��� u ≤ u ≤ u �
 Ω � u = 0 ��H�� ∂Ω+

8�
�����G���+ =��������
�� �� ���U�����

Nt :
�
C1

0(Ω)
2 → (L∞(Ω))2 e T : (L∞(Ω))2 →

�
C1

0(Ω)
2

��'����� U�U WU�U i = 1, 2+ ��

Nt(v) = (N1(v), N2(v)) , onde Ni(v) = fi(x, v) + σ|vi|p−2vi + tiϕi + hi
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�
C1,β(Ω)

2
→

�
C1,α(Ω)

2
+ 0 ≤ β < α ��
�� ���+ U 
���� �� ��V���� �W�U+ (vn1 , v

n
2 ) →

(v1, v2) �


�
C1,β(Ω)

2
- J�	� F�
U .-5 ����� ��� (vn1 , v

n
2 ) → (v1, v2) + U ��U	 � ��	���� ��





−∆pv1 = a11ψp(v1) + a12ψp(v2)− 1 ; x ∈ Ω

−∆pv2 = a21ψp(v1) + a22ψp(v2)− 1 ; x ∈ Ω

v1 = v2 = 0 ; x ∈ ∂Ω

J�	� J���W!�� �� G���
� 1-4 ����� ��� vi ≤ 0+ i = 1, 2- =�������U��� WU�U ���U���

��U�U�U
���� � �UV���� ��� aij > 0 U�U i ̸= j+ �V��
��+ U	�WU��� � J���W!�� ��

G���
� �� O������ W�
 β(s) = −aiiψp(s) U�U U i,���
U ���U���+ i = 1, 2+ ��� v << 0-

=�
� vn =
un

(dn1 )
1

p−1

→ v << 0+ ��
�� ��� un
i < 0+

∂un
i

∂ν
< 0 � U���U

∂un
i

∂ν
< 0,

∂un
i

∂ν
→ −∞

��U��� n → ∞-

L���� wi, u
n
i ∈ C1

0(Ω)+ ��
�� ��� ������ n1 ∈ IN �U	 ��� un1
1 < w1 �

∂un1
1

∂ν
<

∂w1

∂ν
-

;�U	��U
���� ������ n2 ∈ IN �U	 ��� un2
2 < w2 �

∂un2
2

∂ν
<

∂w2

∂ν
- L��U n0 = max {n1, n2} �

�U	 ��� dn0
1 > b1+ ���� b1 � �U�� �	U ��"���� (IV )- ?����+ W�
� (un0

1 , un0
2 ) � ��	���� ��

)1-3* ��
�� U�U i = 1, 2+

−∆pu
n0
i =

2
j=1

aijψp(u
n0
j )− bn0

1 + tiϕi + hi

≤
2

j=1

aijψp(u
n0
j )− b1 + tiϕi + hi

≤ fi(x, u
n0) + tiϕi + hi

���� � u = (un0
1 , un0

2 ) � ��V��	���� �� (St) ��� �U����U� u << w- □

I �"��
� ����	�U�� � � 
����� �� ��V � ������	���� U�U �����
U�-

1�	���4 ���!� C��G
 u, u ∈
�
C1(Ω)

2
��H � ������	���� �� (St) ����I���G
���� �G	

��� u ≤ u �
 Ω) I�
 u ≤ 0 ≤ u ��H�� ∂Ω+ 9���� ������ u ∈
�
C1(Ω)

2
��	���� �� (St)

�G	 ��� u ≤ u ≤ u �
 Ω � u = 0 ��H�� ∂Ω+

8�
�����G���+ =��������
�� �� ���U�����

Nt :
�
C1

0(Ω)
2 → (L∞(Ω))2 e T : (L∞(Ω))2 →

�
C1

0(Ω)
2

��'����� U�U WU�U i = 1, 2+ ��

Nt(v) = (N1(v), N2(v)) , onde Ni(v) = fi(x, v) + σ|vi|p−2vi + tiϕi + hi

C9��? .+0 ∗ 9���
G���G� G @����� 3.

� T (v) = (T1(v), T2(v)) = (w1, w2) ��+ � ��
���� ��+ (w1, w2) � ��	���� ��





−∆pw1 + σ|w1|p−2w1 = v1 ; x ∈ Ω

−∆pw2 + σ|w2|p−2w2 = v2 ; x ∈ Ω

w1 = w2 = 0 ; x ∈ ∂Ω

>�'��
�� �U
V�
 Qt :
�
C1

0(Ω)
2 → �

C1
0(Ω)

2
�� Qt = T ◦Nt-M�
�� ��� u � ���� '��

�� Qt ��+ � ��
���� ��+ u � �
U ��	���� �� (St)+ ���	��U��� � M����
U 1-1 ��
�� ��� Qt

� W�
UW��- =�������U���

B =

u ∈

�
C1

0(Ω)
2

: u(x) ≤ u(x) ≤ u(x)

,

��
�� ��� B � �
 W������� ��W�U�� � W������- ;���U+ �� ���W!�� �� W�
U�U���+ (II)

� (III) ��
�� ��� Qt(B) ⊂ B+ � �	� M����
U 1-1 Qt(B) � 	�
��U��- ;���
+ �	� M����
U

�� J���� @��� �� LW�U���� ������ u ∈
�
C1

0(Ω)
2

� ��U	 � ���� '�� �� Qt+ �� ���U+ ������

u ∈
�
C1

0(Ω)
2

��	���� �� (St) �U	 ��� u ≤ u ≤ u �
 Ω- □

��� !����/���/� / )
��
�

; �������� �������� ��� ��� �V���U �����U
���� �� M����
U 1-/4 ��
U���,�� t =

−C0e-

.�	
	����	 ���"� C��G C0 ∈ R %��+ 9����� M = M(C0) > 0 �G	 ��� �� u � �
G ��	����

�� (St) G�G t ≥ −C0e) ����� ∥u−∥∞ ≤ M +

N
U W������ �W�U �U J�������� 1-/7 � � �������� ����	�U�� U ������� �U ���
U

(L∞(Ω))2 �� u-

1�	���4 ����� @G�G ���� t0 ∈ R) ������ R > 0 �G	 ��� � ��H	�
G (St) ��� ����� ��	����

u I�
 ���
G ∥u∥ ≥ R G�G t ≥ t0e+

8�
�����G���+ L����U �� UV����� ��� {un} � �
U ���� �W�U �� ��	��$�� �� (Stn) W�


0 < ∥un∥ → +∞ ���� {tn} � �
U ���� �W�U �U	 ��� tn ≥ t0e- >�'�U wn = (wn
1 , w

n
2 ) =

un
1

∥un∥
,

un
2

∥un∥


+ ����� ���

−∆p(w
n
i ) =

fi(x, u
n)

∥un∥p−1 +
tni

∥un∥p−1ϕi +
hi

∥un∥p−1 �i = 1, 2.)1-4*
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J�	� M����
U 1-/4 ��
�� ��� ∥(un)−∥ ≤ M + 	��� ∥un∥ = ∥(un)+∥ U�U n ��'W�����
����

��U���- =�
� fi � ��U��,
��"���U � �	U� ��"����� (V ) � (IV ) ��
�� ��� ������ �
U

W����U��� C1 > 0 �U	 ���

f1(x, u
n
1 , u

n
2 ) ≥ f1(x, u

n
1 ,−M)− C1 ≥ f1(x, (u

n
1 )

+, 0)− o(1)
∥∥(un)+

∥∥p−1 − C1

≥ c11|(un
1 )

+|p−1 − b2 − o(1) ∥un∥p−1 − C1

�+

f2(x, u
n
1 , u

n
2 ) ≥ f2(x,−M,un

2 )− C1 ≥ f2(x, 0, (u
n
2 )

+)− o(1)
∥∥(un)+

∥∥p−1 − C1

≥ c12|(un
2 )

+|p−1 − b2 − o(1) ∥un∥p−1 − C1

J�� ����� 	U��+ ��U��� U ��"���� (I) ��
�� ��� ������ W����U��� C2 > 0 �U	 ���+

fi(x, u
n
1 , u

n
2 ) ≤ C

(
1 + |un

1 |p−1 + |un
2 |p−1

)
+ C2

F���+ �V��
��

c11|(un
1 )

+|p−1 − b2 − o(1) ∥un∥p−1 − C1 ≤ f1(x, u
n
1 , u

n
2 ) ≤ C

(
1 + |un

1 |p−1 + |un
2 |p−1

)
+ C2

�+

c12|(un
2 )

+|p−1 − b2 − o(1) ∥un∥p−1 − C1 ≤ f2(x, u
n
1 , u

n
2 ) ≤ C

(
1 + |un

1 |p−1 + |un
2 |p−1

)
+ C2

?����+

C11|wn
1 |p−1 − b2

∥un∥p−1 − o(1)− C1

∥un∥p−1 ≤ f1(x, u
n
1 , u

n
2 )

∥un∥p−1 ≤ C
(
1 + |wn

1 |p−1 + |wn
2 |p−1

)
+

C2

∥un∥p−1

)1-5*

�+
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J�	� M����
U 1-/4 ��
�� ��� ∥(un)−∥ ≤ M + 	��� ∥un∥ = ∥(un)+∥ U�U n ��'W�����
����

��U���- =�
� fi � ��U��,
��"���U � �	U� ��"����� (V ) � (IV ) ��
�� ��� ������ �
U

W����U��� C1 > 0 �U	 ���

f1(x, u
n
1 , u

n
2 ) ≥ f1(x, u

n
1 ,−M)− C1 ≥ f1(x, (u

n
1 )

+, 0)− o(1)
∥∥(un)+

∥∥p−1 − C1

≥ c11|(un
1 )

+|p−1 − b2 − o(1) ∥un∥p−1 − C1

�+

f2(x, u
n
1 , u

n
2 ) ≥ f2(x,−M,un

2 )− C1 ≥ f2(x, 0, (u
n
2 )

+)− o(1)
∥∥(un)+

∥∥p−1 − C1

≥ c12|(un
2 )

+|p−1 − b2 − o(1) ∥un∥p−1 − C1

J�� ����� 	U��+ ��U��� U ��"���� (I) ��
�� ��� ������ W����U��� C2 > 0 �U	 ���+

fi(x, u
n
1 , u

n
2 ) ≤ C

(
1 + |un

1 |p−1 + |un
2 |p−1

)
+ C2

F���+ �V��
��

c11|(un
1 )

+|p−1 − b2 − o(1) ∥un∥p−1 − C1 ≤ f1(x, u
n
1 , u

n
2 ) ≤ C

(
1 + |un

1 |p−1 + |un
2 |p−1

)
+ C2

�+

c12|(un
2 )

+|p−1 − b2 − o(1) ∥un∥p−1 − C1 ≤ f2(x, u
n
1 , u

n
2 ) ≤ C

(
1 + |un

1 |p−1 + |un
2 |p−1

)
+ C2

?����+

C11|wn
1 |p−1 − b2

∥un∥p−1 − o(1)− C1

∥un∥p−1 ≤ f1(x, u
n
1 , u

n
2 )

∥un∥p−1 ≤ C
(
1 + |wn

1 |p−1 + |wn
2 |p−1

)
+

C2

∥un∥p−1

)1-5*
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C12|wn
2 |p−1 − b2

∥un∥p−1 − o(1)− C1

∥un∥p−1 ≤ f2(x, u
n
1 , u

n
2 )

∥un∥p−1 ≤ C
�
1 + |wn

1 |p−1 + |wn
2 |p−1


+

C2

∥un∥p−1

)1-6*

	���+ ����� ��� U ���� �W�U


fi(x, u

n
1 , u

n
2 )

∥un∥p−1


� 	�
��U�U �
 Lp

′
(Ω) � ���U���+ � 	�
��U�U

�
 W−1,p
′
(Ω)- J�	� F�
U .-4 ��
�� ��� −∆p(w

n
i ) � 	�
��U�� �
 W−1,p

′
(Ω)+ � W�
�

hi(x)

∥un∥p−1 ����� U ����+ ����� ��� � 	�
��U�U �
 W−1,p
′
(Ω)- F���+ U ���� �W�U

tni
∥un∥p−1

� 	�
��U�U � U��U��� U �
U ��V���� �W�U �� ��W�������+ ���
�� U���
�� ��� W�������

UU�U U	��
 ρi ≥ 0+ i = 1, 2- J�� ����� 	U��+ ��
�� ��� � ���U��� K : Lp
′
(Ω) → W 1,p

0 (Ω)

� W���!��� � W�
UW��+ �� ���� ����� ��� U ���� �W�U+

wn
i = K


fi(x, u

n
1 , u

n
2 )

∥un∥p−1 +
tni

∥un∥p−1ϕi +
hi

∥un∥p−1


)1-7*

����� �
U ��V���� �W�U �����
���� W���������� U�U U	��
 wi+ W�
 ∥wi∥ = 1+ �


W 1,p
0 (Ω)+ i = 1, 2- =����������
����+ ��U��� ψ ∈ W 1,p

0 (Ω)�ψ ≥ 0 W�
� ������ ����� �


1-4 � U� ��"����� (V ) � (IV )+ ��
��



Ω

|∇wn
1 |p−2∇wn

1∇ψ =



Ω

f1(x, u
n
1 , u

n
2 )

∥un∥p−1 ψ +



Ω

tn1
∥un∥p−1ϕ1ψ +



Ω

h1

∥un∥p−1ψ

≥


Ω


c11|(un

1 )
+|p−1 + c12|(un

2 )
+|p−1 − b2 − o(1) ∥(un)+∥p−1

∥un∥p−1



+



Ω

tn1
∥un∥p−1ϕ1ψ +



Ω

h1

∥un∥p−1ψ

� U��U��� U� 	�
��� U�U n → +∞+



Ω

|∇w1|p−2∇w1∇ψ ≥


Ω

�
c11|w+

1 |p−2w+
1 + c12|w+

2 |p−2w+
2


ψ +



Ω

ϕ1ρ1ψ

@U����� � 
��
� �UW��W!��� U�U wn
2 + �V��
�� ��� (w1, w2) � ��	���� ��




−∆pw1 ≥ c11|w+
1 |p−2w+

1 + c12|w+
2 |p−2w+

2 + ρ1ϕ1 ; x ∈ Ω

−∆pw2 ≥ c21|w+
1 |p−2w+

1 + c22|w+
2 |p−2w+

2 + ρ2ϕ2 ; x ∈ Ω

w1 = w2 = 0 ; x ∈ ∂Ω



C9��? .+0 ∗ 9���
G���G� G @����� 31

G�����
�� ��� wi ≥ 0+ U�U i = 1, 2- >� �U��+ �����U ��� ������ xi ∈ Ω �U	 ���

wi(xi) < 0- =�
� wi ∈ C1(Ω)+ W��������

Ωi = w−1
i ((−∞, 0)) � Ωi ⊂ Ωi U W�
������

W����U ��� W����
 xi- ;���
+ U�U i ̸= j ��
�� ���





−∆pwi ≥ cij|w+
j |p−2w+

j + ρiϕi ; x ∈ Ωi

wi = 0 ; x ∈ ∂Ωi

J�	� ���W!�� �� 
���
� ��
�� ��� wi ≥ 0 �
 Ωi+ � ��� � �
U W����U����� W�
 U

��'����� �� Ωi- ;���
+ ��� ������ xi ∈ Ω �U	 ��� wi(xi) < 0 � ���U��� vi ≥ 0+ U�U

i = 1, 2- =�
� wi ≥ 0+ ����� �U ��"���� (IV ) � ���W!�� �� 
���
� �� O������ ���

wi > 0+ U�U i = 1, 2- J�� ����� 	U��+ �	U� ��'���$�� �� E(A2) � λ1 (∆p + A2) ��
�� ���

0 ∈ E(A2) � U���
 0 ≤ λ1 (∆p + A2)+ � ��� W����U��� U ��"���� (IV )- □

>����� U� M����
U 1-0. �V��
�� U� �������� ����
U���U U ����� �U ���
U

�
C1(Ω)

2

�� �
U ������U	 ��	���� �� (St)-

1�	���4 ����� 8G�� t0 ∈ R2
) ������


R,R > 0 �G�� ��� G�G ���� t0 ≤ t ≤ Re) �� u �

�
G ��	���� �� (St)����� ∥u∥
(C1(Ω))

2 ≤ R+

8�
�����G���+ >U�� t0 ∈ R2
+ ��'�U C0 = max {(t01)−, (t02)−} ≥ 0- L���� �� M����
U

1-0. ��� U�U ���� t ≥ C0e+ �� u � �
U ��	���� �� (St) ����� ∥u∥ ≤ R- J�� ����� 	U��+

W�
� u � ��	���� �� (St) ��
��




−∆pu1 = f1(x, u1, u2) + t1ϕ1 + h1, ; x ∈ Ω

−∆pu2 = f2(x, u1, u2) + t2ϕ2 + h2, ; x ∈ Ω

u1 = u2 = 0 ; x ∈ ∂Ω

W�
� (u1, u2) ∈ [−M,R]2 W�
 M �U�U����� �� M����
U 1-/4+ |fi(x, u1, u2)| ≤ Ri U�U

(x, u1, u2) ∈ Ω×[−M,R]×[−M,R]+ i = 1, 2 � ����� ��
�� ��� di(x, u1, u2) = fi(x, u1, u2)+

tiϕi + hi � �
U ������ �� =U�U�������� ��� �U����U�

|di(x, u1, u2)| ≤ Ri +R ∥ϕi∥∞ + ∥hi∥∞ ≤ C2.

J�	� M����
U 1-1+ u ∈
�
C1,α(Ω)

2
U�U 0 < α < 1 � ∥u∥

(C1,α(Ω))
2 ≤ M(C2)- J���U���

������

R > 0 �U	 ��� ∥u∥
(C1(Ω))

2 ≤ R- □

=�
 � U���	�� ��� ����	�U��� U���������+ ���U
�� � �������� ����	�U��8
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G�����
�� ��� wi ≥ 0+ U�U i = 1, 2- >� �U��+ �����U ��� ������ xi ∈ Ω �U	 ���

wi(xi) < 0- =�
� wi ∈ C1(Ω)+ W��������

Ωi = w−1
i ((−∞, 0)) � Ωi ⊂ Ωi U W�
������

W����U ��� W����
 xi- ;���
+ U�U i ̸= j ��
�� ���





−∆pwi ≥ cij|w+
j |p−2w+

j + ρiϕi ; x ∈ Ωi

wi = 0 ; x ∈ ∂Ωi

J�	� ���W!�� �� 
���
� ��
�� ��� wi ≥ 0 �
 Ωi+ � ��� � �
U W����U����� W�
 U

��'����� �� Ωi- ;���
+ ��� ������ xi ∈ Ω �U	 ��� wi(xi) < 0 � ���U��� vi ≥ 0+ U�U

i = 1, 2- =�
� wi ≥ 0+ ����� �U ��"���� (IV ) � ���W!�� �� 
���
� �� O������ ���

wi > 0+ U�U i = 1, 2- J�� ����� 	U��+ �	U� ��'���$�� �� E(A2) � λ1 (∆p + A2) ��
�� ���

0 ∈ E(A2) � U���
 0 ≤ λ1 (∆p + A2)+ � ��� W����U��� U ��"���� (IV )- □

>����� U� M����
U 1-0. �V��
�� U� �������� ����
U���U U ����� �U ���
U

�
C1(Ω)

2

�� �
U ������U	 ��	���� �� (St)-

1�	���4 ����� 8G�� t0 ∈ R2
) ������


R,R > 0 �G�� ��� G�G ���� t0 ≤ t ≤ Re) �� u �

�
G ��	���� �� (St)����� ∥u∥
(C1(Ω))

2 ≤ R+

8�
�����G���+ >U�� t0 ∈ R2
+ ��'�U C0 = max {(t01)−, (t02)−} ≥ 0- L���� �� M����
U

1-0. ��� U�U ���� t ≥ C0e+ �� u � �
U ��	���� �� (St) ����� ∥u∥ ≤ R- J�� ����� 	U��+

W�
� u � ��	���� �� (St) ��
��




−∆pu1 = f1(x, u1, u2) + t1ϕ1 + h1, ; x ∈ Ω

−∆pu2 = f2(x, u1, u2) + t2ϕ2 + h2, ; x ∈ Ω

u1 = u2 = 0 ; x ∈ ∂Ω

W�
� (u1, u2) ∈ [−M,R]2 W�
 M �U�U����� �� M����
U 1-/4+ |fi(x, u1, u2)| ≤ Ri U�U

(x, u1, u2) ∈ Ω×[−M,R]×[−M,R]+ i = 1, 2 � ����� ��
�� ��� di(x, u1, u2) = fi(x, u1, u2)+

tiϕi + hi � �
U ������ �� =U�U�������� ��� �U����U�

|di(x, u1, u2)| ≤ Ri +R ∥ϕi∥∞ + ∥hi∥∞ ≤ C2.

J�	� M����
U 1-1+ u ∈
�
C1,α(Ω)

2
U�U 0 < α < 1 � ∥u∥

(C1,α(Ω))
2 ≤ M(C2)- J���U���

������

R > 0 �U	 ��� ∥u∥
(C1(Ω))

2 ≤ R- □

=�
 � U���	�� ��� ����	�U��� U���������+ ���U
�� � �������� ����	�U��8
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+��4 ����� 9����� R > 0 �G	 ��� � ��H	�
G (St) ��� ����� ��	���� G�G t > Re+

8�
�����G���+ >� �U��+ W�������� t0 = (0, 0)+ � ���U R > 0 �U�� �	U M����
U 1-0.+ ��

u � ��	���� �� (St) U�U t > t0e ��U��� � ��'W�����+ ����� ∥u∥ ≤ R+ � �� U���
�����

�� ����	U���U�� �U�U������ �� F�
U .-6+ ����� ��� ∥u∥(C1)2 � 	�
��U�U- J�� ����� 	U��+ u

����	�� �


(
W−1,p

′
(Ω)

)2

U ���U��� ������U	+

−∆pu = f(x, u) + tϕ+ h

���� �� ���
�� −∆pu, f(x, u) ��� 	�
��U��� �


(
W−1,p

′
(Ω)

)2

- =����������
����+ �V��,


�� ��� � W������� ��� U��
����� t U�U �� ��U�� � ��V	�
U (St) ��
 ��	���� � 	�
��U��-

C��� �+ ������ R ∈ R �U	 ��� � ��V	�
U (St) ��� ��
 ��	���� U�U t > Re- □

���  ������
/��� �� ,��
��/ ���

H���U �����+ ���	��U��� U �����U �� ��U� �� F��U�,LW�U���� ����� W�
 � ��� �� ��� �����

�
 ���$�� U���������+ ��
�����U
�� � M����
U 1-0- >�����
��

Y =
{
(y1, y2) ∈ R2 : (y1, y2) = λ(t1, t2), t1 ̸= t2 , λ ∈ R

}

���� (t1, t2) � � ����� U�U � ��U	 � �����
U (St) ��
 ��	����)��� ��V����� 1-1-1*-

JU�U WU�U y ∈ Y + W��������
�� � W�������

S = {s ∈ R : (Sy+se) ��� �� ����
 ��� 
�����}

H���
�� ���+ �	U ��� ��� ����� �U L���� 3.3 ��
�� ��� S ̸= ∅+ � �	� F�
U 1-00+ S �

	�
��U�� �������
����- ;	�
 �����+ ����� �U J�������� 1-/5 � �� M����
U 1-/6 ���+ ��

t ∈ S ����� s ∈ S U�U ���� s ≤ t- >�'�U+ U�U y ∈ Y +

υ∗(y) = supS.

;'�
U
�� ��� U U	�WU��� y → υ∗(y) � F��W�����U�U-
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>� �U��+ �U��� y, z ∈ Y W�
 y ̸= z+ W��������
�� Υ∗(y) = y + υ∗(y)e � Υ∗(z) =

z + υ∗(z)e- G�����
�� ��� Υ∗(y) ̸< Υ∗(z) � Υ∗(z) ̸< Υ∗(y)- L����U
�� �� UV�����

��� Υ∗(y) < Υ∗(z)+ ����� ������ ϵ > 0 �U	 ��� y + υ∗(y)e+ ϵe < z + υ∗(z)e+ ���� �

y + υ∗(y)e+
ϵ

2
e < z + υ∗(z)e− ϵ

2
e)1-/.*

=�
� z + υ∗(z)e− ϵ
2
e < Υ∗(z)+ (Sz+υ∗(z)e− ϵ

2
e) ����� ��	����+ � �� )1-/.*+ (Sy+υ∗(y)e+ ϵ

2
e)

��
 ��	����+ � ��� W����U��� U ��'����� �� υ∗(y)- >U 
��
U ���
U ���U
�� ��� Υ∗(z) ̸<
Υ∗(y)-

;���
+ ������
 i, j ∈ {1, 2} �U�� ���

yi + υ∗(y) ≥ zi + υ∗(z) � yj + υ∗(y) ≤ zj + υ∗(z)

?����

υ∗(z)− υ∗(y) ≤ yi − zi ≤ |y − z|

�

υ∗(y)− υ∗(z) ≤ zj − yj ≤ |y − z|

J���U���+ |υ∗(y)− υ∗(z)| ≤ |y − z| W�
� �����U
��- >�'�U

Υ∗ = {y + υ∗(y)e : y ∈ Y} .

M�
�� ��� Υ∗
� �
U W���U F��W�����U�U ��� ������ R2

�
 ��U� W�
�������

L = {y + se : s < υ∗(y), y ∈ Y} � N = {y + se : s > υ∗(y), y ∈ Y} .

.�	�4 �� �� L���� �U ��'����� �� S � υ∗
��� �� t ∈ L+ ����� (St) ��
 �	� 
����

�
U ��	����- ;���U+ �� t ∈ Υ∗
+ t = y∗ + υ∗(y∗)e+ U�U U	��
 y∗ ∈ Y - J�	U ��'����� ��

υ∗(y∗) ������ {tn} ⊂ R �U	 ��� tn → υ∗(y∗) � (Sy∗+tne) ��
 ��	���� un
- L�
 ���U ��

�����U	��U��+ �����U
�� ��� tn � W���W����- =�
� un
� ��	���� �� (Sy∗+tne)+ U�U ����

φ ∈ W 1,p
0 (Ω)+

∫

Ω

|∇un
i |p−2∇un

i ∇φ =

∫

Ω

(fi(x, u
n
1 , u

n
2 ) + (y∗i + tn)ϕi + hi)φ, i = 1, 2.)1-//*

J�	U ��"���� (I)+ M����
U 1-0/ � F�
U 1-00+ W�
 t0 = y∗+ t1e )t1 � � ��
���� �	�
����

�U ���� �W�U*+ ��
��+ U�U i = 1, 2+
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>� �U��+ �U��� y, z ∈ Y W�
 y ̸= z+ W��������
�� Υ∗(y) = y + υ∗(y)e � Υ∗(z) =

z + υ∗(z)e- G�����
�� ��� Υ∗(y) ̸< Υ∗(z) � Υ∗(z) ̸< Υ∗(y)- L����U
�� �� UV�����

��� Υ∗(y) < Υ∗(z)+ ����� ������ ϵ > 0 �U	 ��� y + υ∗(y)e+ ϵe < z + υ∗(z)e+ ���� �

y + υ∗(y)e+
ϵ

2
e < z + υ∗(z)e− ϵ

2
e)1-/.*

=�
� z + υ∗(z)e− ϵ
2
e < Υ∗(z)+ (Sz+υ∗(z)e− ϵ

2
e) ����� ��	����+ � �� )1-/.*+ (Sy+υ∗(y)e+ ϵ

2
e)

��
 ��	����+ � ��� W����U��� U ��'����� �� υ∗(y)- >U 
��
U ���
U ���U
�� ��� Υ∗(z) ̸<
Υ∗(y)-

;���
+ ������
 i, j ∈ {1, 2} �U�� ���

yi + υ∗(y) ≥ zi + υ∗(z) � yj + υ∗(y) ≤ zj + υ∗(z)

?����

υ∗(z)− υ∗(y) ≤ yi − zi ≤ |y − z|

�

υ∗(y)− υ∗(z) ≤ zj − yj ≤ |y − z|

J���U���+ |υ∗(y)− υ∗(z)| ≤ |y − z| W�
� �����U
��- >�'�U

Υ∗ = {y + υ∗(y)e : y ∈ Y} .

M�
�� ��� Υ∗
� �
U W���U F��W�����U�U ��� ������ R2

�
 ��U� W�
�������

L = {y + se : s < υ∗(y), y ∈ Y} � N = {y + se : s > υ∗(y), y ∈ Y} .

.�	�4 �� �� L���� �U ��'����� �� S � υ∗
��� �� t ∈ L+ ����� (St) ��
 �	� 
����

�
U ��	����- ;���U+ �� t ∈ Υ∗
+ t = y∗ + υ∗(y∗)e+ U�U U	��
 y∗ ∈ Y - J�	U ��'����� ��

υ∗(y∗) ������ {tn} ⊂ R �U	 ��� tn → υ∗(y∗) � (Sy∗+tne) ��
 ��	���� un
- L�
 ���U ��

�����U	��U��+ �����U
�� ��� tn � W���W����- =�
� un
� ��	���� �� (Sy∗+tne)+ U�U ����

φ ∈ W 1,p
0 (Ω)+

∫

Ω

|∇un
i |p−2∇un

i ∇φ =

∫

Ω

(fi(x, u
n
1 , u

n
2 ) + (y∗i + tn)ϕi + hi)φ, i = 1, 2.)1-//*

J�	U ��"���� (I)+ M����
U 1-0/ � F�
U 1-00+ W�
 t0 = y∗+ t1e )t1 � � ��
���� �	�
����

�U ���� �W�U*+ ��
��+ U�U i = 1, 2+
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|fi(x, un
1 , u

n
2 ) + (y∗i + tn)ϕi + hi| ≤ C

�
1 + |un

1 |p−1 + |un
2 |p−1


+ |y∗i + tn| ∥ϕi∥∞ + ∥hi∥∞

≤ C

1 + Rp−1


+
�
R + |t0|


∥ϕi∥∞ + ∥hi∥∞ ≤ M.

F��� �	� M����
U 1-1 ����� ��� {un} � 	�
��U�U �


�
C1,α

0 (Ω)
2

� U���
 ����� �
U

��V���� �W�U W���������� unk → u∗
�



C1,β

0 (Ω)
2

+ 0 ≤ β < α- >���U ���
U+ ��
U��� �

	�
��� ��U��� nk → ∞ �
 )1-//* �V��
��



Ω

|∇u∗
i |p−2∇u∗

i∇φ =



Ω

(fi(x, u
∗
1, u

∗
2) + tiϕi + hi)φ, i = 1, 2.

���� �+ u∗
� ��	���� �� (St)- J���U��� (St) ��
 ��	���� U�U t ∈ Υ∗

-

.�	�4 �� ��� G�����
�� ��� U�U ���� t ∈ N + � ��V	�
U (St) ��� ��
 ��	����- >�

�U��+ �� t ∈ N + ������
 y ∈ Y � s > υ∗(y) �U�� ��� ti = yi + s- =�
� s > υ∗(y)+ ����� ���

(St) = (Sy+se) ��� ��
 ��	���� �	U ��'����� �� υ∗(y)-

.�	�4 �� ���� @���
�� s < T (R1) W�
 T (R1) �U�� �� F�
U 1-/2 � ���U υ∗ = T (R1)+

�	U ��'����� �� υ∗(y) ��
,�� ��� υ∗ ≤ υ∗(y)- >�'�U

Υ∗ = {y + υ∗e : y ∈ Y} .

M�
�� ��� Υ∗ ������ L �
 ���� W��������

M = {y + se : s < υ∗, y ∈ Y} , O = {y + se : υ∗ < s < υ∗(y), y ∈ Y}

J�	� M����
U 1-0/+ ������ R > 0 ��U��� � ��'W����� �U	 ��� �� ut0 � ��	���� �� (St0)+ W�


t0 = y0 + te � t ∈ [s, υ∗ + 1] ����� ∥ut0∥(C1
0 (Ω))

2 < R- ;	�
 �����+ ���
�� ��
U� R > 0

��U��� �� ���
U ��� Λ ⊂ BR+ ����� BR U V�	U �


�
C1

0(Ω)
2

� Λ � W������� ��'���� �U

L���� 3.3- H��� ��� ut0 � ��	���� �� (St0) �� � ��
���� �� ut0 � ���� '�� �� ���U���

W�
UW�� Ht0v = u+ ���� u � �
U ��	���� �� �����
U 
U���W�U	




−∆pu+ Ψp(u) = f(x, v) + Ψp(v) + t0ϕ+ h, ; x ∈ Ω

u = 0 ; x ∈ ∂Ω

=��������
�� U �������� ��
����U U�
������	+

H : [s, υ∗ + 1]× BR →
�
C1

0(Ω)
2

, H(t, u) = H(y0+te)u.



C9��? .+1 ∗ 8�
�����G��� �� D����
G .+- 35

�����+

deg(I −H(y0+te), BR, 0) = deg(I −H(y0+(υ∗+1)e), BR, 0) = 0.

���+ �	U ��'����� �� υ∗
+ H(y0+(υ∗+1)e) ��� ����� ���� '��- N�U��� U���U U ������U��

�U ��W���� �� ��U� �� F��U�,LW�U����+ ����� ���

deg(I −H(y0+te), BR − Λ, 0) = deg(I −H(y0+te), BR, 0)− deg(I −H(y0+te),Λ, 0) = −1,

J���U���+ � ��V	�
U (St0) ����� ����U ��	���� ��� ��� �����W� U Λ- F���+ �� t0 ∈ M
� ��V	�
U (St0) ����� �	� 
���� ��U� ��	��$�� �������U�-
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G .+- 35

�����+

deg(I −H(y0+te), BR, 0) = deg(I −H(y0+(υ∗+1)e), BR, 0) = 0.

���+ �	U ��'����� �� υ∗
+ H(y0+(υ∗+1)e) ��� ����� ���� '��- N�U��� U���U U ������U��

�U ��W���� �� ��U� �� F��U�,LW�U����+ ����� ���

deg(I −H(y0+te), BR − Λ, 0) = deg(I −H(y0+te), BR, 0)− deg(I −H(y0+te),Λ, 0) = −1,

J���U���+ � ��V	�
U (St0) ����� ����U ��	���� ��� ��� �����W� U Λ- F���+ �� t0 ∈ M
� ��V	�
U (St0) ����� �	� 
���� ��U� ��	��$�� �������U�-

�$�"���� �

���"'����� �� $��#"�

I L������� ����	�U�� � W����W��� W�
� �������U�� �� J�W��� U�U p > 1- JU�U 
U�����

���U	��� ��V�� U ��
�����U��� ���U S/T-

1�	���4 $�� )S/T+M����
U /-/*� C��G
 v > 0) u ≥ 0 �������I������+ 8�%�G

L(u, v) = |∇u|p + (p− 1)
up

vp
|∇v|p − p

up−1

vp−1
∇u|∇v|p−2∇v);-/*

�)

R(u, v) = |∇u|p −∇
(

up

vp−1

)
|∇v|p−2∇v);-0*

>���G� I�����"��) L(u, v) = R(u, v)+5	�
 �����) L(u, v) ≥ 0) � L(u, v) = 0 �+�+ �
 Ω ��

� ��
���� �� ∇(
u

v
) = 0 �+�+ �
 Ω+

8�
�����G���+ H��� ��� VU��U �������	��� ∇
(

up

vp−1

)
U�U ��� ��� L(u, v) = R(u, v)-

I ����� �U ��
�����U��� ����� �U ������U	�U�� �� G�������� αβ ≤ |α|p

p
+

|β|q

q
W�


α = |∇u| � (
u|∇v|
v

)p−1
+ ����

1

p
+

1

q
= 1-GU�� ���W�'WU
����+ ��
��

L(u, v) = |∇u|p − p
up−1

vp−1
|∇v|p−2|∇v||∇u|+ (p− 1)

up

vp
|∇v|p

+p
up−1

vp−1
|∇v|p−2 [|∇v||∇u| − ∇v∇u] .

36
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L����U
�� ��� L(u, v)(x0) = 0+ � u(x0) ̸= 0+ ����� ����
�� ��� |∇v||∇u| = ∇v∇u

� |∇u| = (
u

v
)|∇v|+ ���� �+ ∇u = (

u

v
)∇v �� ∇(

u

v
)(x0) = 0- =��������
�� U���U S =

{x ∈ Ω : u(x) = 0}+ ����� ����� ��� ∇u = 0 �-�- x ∈ S+ � ∇(
u

v
) = 0 �-�- x ∈ S+

���U��� W��W	��
�� ��� ∇(
u

v
) = 0 �-�- x ∈ Ω � W�
� W������ �W�U u = kv U�U U	��
U

W����U��� k- □
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�$�"���� �

�%�( ��  �%�)�&���(��%

;������U��
�� U��� U	���� ����	�U��� � ������U��� �� A�U� �� F��U�,LW�U����-

=�
��U��
�� W�
 U ��U ��'�����- JU�U 
U����� ���U	��� ���U �� ���
	� S4T-

'������	 %��� C��G
 Ω �
 GH���� 	�
��G��) B ��G�� �� 6G�GI� �G	 ��� Ω ⊂ B �

K : Ω → B G	�IG��� I��� ��G+

'�( 8���
�� ��� K � I�
GI�� �� K(Ω) � ��	G���G
���� I�
GI��) ���� �) K(Ω) � I�
*

GI��+

'��( 8���
�� ��� Φ = I −K : Ω → B � �
G �����HG��� I�
GI�G �G �������G�� ��G���

K � I�
GI��+

+��4 %��� C��G
 K : Ω → B �
 ���G��� I�
GI��) Φ = I − K �
G �����HG���

I�
GI�G �G �������G�� � b ∈ B − Φ(∂Ω)+ 9����)

'�( Φ � �
G G	�IG��� ��I�G�G) ���� �) G �
G��
 �� Φ �� �
 ��I�G�� � ��I�G��+

'��( Φ � �
G G	�IG��� �!��G) ���� �) G �
G��
 ������G �� Φ �� �
 I�
GI�� �

I�
GI��+

'���( C��G r = ���� (b,Φ(∂Ω)) > 0+ 9����� �
G G	�IG��� Kr : Ω → B �� ���� %���� �G	

��� ∥K − Kr∥ ≤ r
2
+

4.



4/

'������	 %��� C��G r = ���� (b,Φ(∂Ω)) > 0) ��
�
�� Φr = I − Kr) ���� Kr : Ω → B
�� ���� %���� �G	 ��� ∥Φ− Φr∥ = ∥K − Kr∥ ≤ r

2
+ >��� ��� ���� (b,Φr(∂Ω)) ≥ r

2
> 0+

8�%��
��)

deg (I −K,Ω, b) := deg (I −Kr,Ω, b) .

>U��
�� U���U U	��
U� ������U��� �� ��U� �� F��U�,LW�U����-

)A/*S=��������U�� �� A�U�T L��U
 Φ = I − K : Ω → B �
U �����VU��� W�
UW�U+

������ �
U ������U��U U �� K �� ��U�� ��� ���U����� W�
UW��� K(Ω,B) �U	 ���
U�U ���� S ∈ U ��
��+

b /∈ (I − S)(∂Ω) e deg (I − S,Ω, b) = deg (I −K,Ω, b) .

)A0*SC��U����W�U �� B�
����UT L��U H ∈ C
�
Ω× [0, 1],B


�U�U ��

H(x, t) = x−K(x, t),

���� K : Ω × [0, 1] → B � W�
UW��- L� b /∈ H(∂Ω × [0, 1]) ����� deg (H(., t),Ω, b)

� W����U��� U�U ���� t ∈ [0, 1]-

)A1*SH��
U	��U���T L��U I U ������� WU�#��WU �� Ω �
 B+ ���� �+ I(x) = x+ �����

deg (I,Ω, b) =




1 ; b ∈ Ω

0 ; b /∈ Ω

)A2* L� b /∈ Φ(Ω)+ ����� deg (Φ,Ω, b) = 0-

)A3*S?���� �W�U �� L�	����T L� deg (Φ,Ω, b) ̸= 0+ ����� ������ x0 ∈ Ω �U	 ��� Φ(x0) = b-

)A4*S?�W����T L��U K �
 ��W�U�� W������ �
 Ω �U	 ��� b ∈ Φ(K)- ?����+

deg (Φ,Ω, b) = deg (Φ,Ω−K, b) .

I L������� ����	�U�� � �
U �����U	��U��� �� �����
U �� ���� '�� �� <������ U�U

��U��� �� ��
����� ��'���U- JU�U 
U����� ���U	��� ��V�� U ��
�����U��� ���U �� ���
,

	� S/0T
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�
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)A1*SH��
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0 ; b /∈ Ω

)A2* L� b /∈ Φ(Ω)+ ����� deg (Φ,Ω, b) = 0-
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 Ω �U	 ��� b ∈ Φ(K)- ?����+

deg (Φ,Ω, b) = deg (Φ,Ω−K, b) .

I L������� ����	�U�� � �
U �����U	��U��� �� �����
U �� ���� '�� �� <������ U�U

��U��� �� ��
����� ��'���U- JU�U 
U����� ���U	��� ��V�� U ��
�����U��� ���U �� ���
,

	� S/0T
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1�	���4 %��� C��G
 B �
 ��G�� �� 6G�GI� � K ⊂ B I������ � I�
GI��+ C� F :

K → K � �
G G	�IG��� I������G ����� F G�
��� ���� %��+

8�
�����G���+ L���� K W�
UW��+ U�U ���� ϵ > 0 ���
�� W�V��� K W�
 N(ϵ) V�	�U�

UV���U� Bϵ(xk)+ k = 1, ..., N = N(ϵ)- >����� �� Kϵ U ����	�"��U W�����U �� xk � W��������

U U	�WU��� Iϵ : K → Kϵ �U�U ��

Iϵ(x) =

∑
i ���� (x,K − Bϵ(xi)xi)∑
i ���� (x,K − Bϵ(xi))

��
�� ��� Iϵ ���� V�
 ��'���U � � W���!��U+ U	�
 ����� U�U ���� x ∈ K

|Iϵ(x)− x| =

∣∣∣∣
∑

i ���� (x,K − Bϵ(xi)(xi − x))∑
i ���� (x,K − Bϵ(xi))

∣∣∣∣

≤
∑

i ���� (x,K − Bϵ(xi))|xi − x|∑
i ���� (x,K − Bϵ(xi))

≤ ϵ.

>�'�U U U	�WU��� Fϵ = Iϵ ◦ F - M�
�� ��� Fϵ : Kϵ →: Kϵ ��
 ���� '�� xϵ- JU��U��� U

�
U ��V���� �W�U �� ��W������� ���
�� U���
�� ��� xϵ → x0+ 	���

|Fϵ(xϵ)− xϵ| = |Fϵ(xϵ)− Iϵ (F (xϵ))| ≤ ϵ.

����� F W���!��U+ �U����� ϵ → 0 ��
�� ��� x0 � ���� '�� �� F - □

=�
� W������ �W�U �� �����
U U������� ��
��

&	�	����	 %��� C��G
 B �
 ��G�� �� 6G�GI� � K ⊂ B I������ � ��I�G��+ C� F :

K → K � �
G G	�IG��� I������G �G	 ��� F (K) � ��*I�
GI��) ����� F G�
��� ����

%��+

8�
�����G���+ <U��U U	�WU� � �����
U U������� U� �������� W������� W������,W�
UW��

K̃: @�W�� �U ����	�"��U W�����U �� F (K)- □
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